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Este formulário reúne as principais expressões das unidades 1 a 3 e resultados matemáticos de apoio.
Notação: ⊙ é o produto elemento a elemento; 𝜎(·) é a função sigmoide; 𝜑(·) é uma função de ativação
genérica; 𝜂 é a taxa de aprendizado; ∇𝜽L é o gradiente da função de custo em relação aos parâmetros.

Matemática Básica

Logaritmos e exponenciais:

ln(𝑎𝑏) = ln 𝑎 + ln 𝑏, ln
𝑎

𝑏
= ln 𝑎 − ln 𝑏, ln 𝑎𝑏 = 𝑏 ln 𝑎, log2 𝑥 =

ln 𝑥
ln 2

, 𝑒𝑎+𝑏 = 𝑒𝑎𝑒𝑏.

Funções de Ativação e Derivadas

𝜎(𝑎) = 1
1 + 𝑒−𝑎 , 𝜎′(𝑎) = 𝜎(𝑎)

(︁
1 − 𝜎(𝑎)

)︁
, 𝜎′(0) = 1

4 .

tanh(𝑎) = 𝑒𝑎 − 𝑒−𝑎
𝑒𝑎 + 𝑒−𝑎 , tanh′(𝑎) = 1 − tanh2(𝑎), tanh′(0) = 1.

ReLU(𝑎) =max(0, 𝑎), ReLU′(𝑎) =
{︄
1, 𝑎 > 0,
0, 𝑎 < 0.

Softmax (converte logits z ∈ ℝ𝐾 em probabilidades; com temperatura 𝜏):

softmax(z)𝑖 =
𝑒𝑧𝑖∑︁𝐾
𝑗=1 𝑒

𝑧 𝑗
, softmax(z/𝜏)𝑖 =

𝑒𝑧𝑖/𝜏∑︁𝐾
𝑗=1 𝑒

𝑧 𝑗/𝜏
.

Perceptron e MLP

Perceptron de Rosenblatt (saída binária em {−1,+1}; primeira componente de 𝑋 igual a 1, truque do
bias):

𝑦̂ = 𝜑
(︁
𝑋 𝜽⊤

)︁
, 𝜑(𝑧) = sinal(𝑧) =

{︄
+1, 𝑧 ≥ 0,
−1, 𝑧 < 0.

Algoritmo de aprendizado do Perceptron (atualização para uma instância mal classificada 𝑋 (𝑖)):

𝜽← 𝜽 + 𝑦 (𝑖) 𝑋 (𝑖) .

Camada densa (pré-ativação e ativação, forma vetorizada; 𝐴(0) = 𝑋):

𝑍 (𝑙) = 𝐴(𝑙−1) 𝜃(𝑙)
⊤ + 𝑏(𝑙) , 𝐴(𝑙) = 𝜑

(︁
𝑍 (𝑙)

)︁
.

Funções de Custo

Erro quadrático (𝐿2 loss, MSE quando dividida por 𝑁; por instância, 𝐽 = 1
2 (𝑦 − 𝑦̂)

2):

L(𝜽) =
𝑁∑︁
𝑖=1

(︁
𝑦 (𝑖) − 𝑦̂ (𝑖)

)︁2
.



Entropia cruzada binária (classificação binária):

LBCE(𝜽) = −
𝑁∑︁
𝑖=1

[︂
𝑦 (𝑖) log 𝑦̂ (𝑖) +

(︁
1 − 𝑦 (𝑖)

)︁
log

(︁
1 − 𝑦̂ (𝑖)

)︁ ]︂
.

Entropia cruzada categórica (𝐾 classes, saída softmax; 𝑦 (𝑖) é o índice da classe correta):

L(𝜽) = −
𝑁∑︁
𝑖=1

log softmax
(︁
𝑓 (x(𝑖) ;𝜽)

)︁
𝑦 (𝑖) .

Backpropagation

Regra da cadeia por camada (rede de duas camadas com custo 𝐽):

𝜕𝐽

𝜕𝜃(2)
=

𝜕𝐽

𝜕𝑎(2)
𝜕𝑎(2)

𝜕𝑧 (2)
𝜕𝑧 (2)

𝜕𝜃(2)
,

𝜕𝐽

𝜕𝜃(1)
=

𝜕𝐽

𝜕𝑎(2)
𝜕𝑎(2)

𝜕𝑧 (2)
𝜕𝑧 (2)

𝜕𝑎(1)
𝜕𝑎(1)

𝜕𝑧 (1)
𝜕𝑧 (1)

𝜕𝜃(1)
.

Delta da camada (definição, erro na camada de saída 𝐿 e propagação do erro; 𝑎′(𝑙) = 𝜑′(𝑧 (𝑙) )):

𝛿(𝑙) =
𝜕𝐽

𝜕𝑧 (𝑙)
, 𝛿(𝐿) =

𝜕𝐽

𝜕𝑎(𝐿)
⊙ 𝜕𝑎(𝐿)

𝜕𝑧 (𝐿)
, 𝛿(𝑙) =

(︁
𝛿(𝑙+1) 𝜃(𝑙+1)

)︁
⊙ 𝑎′(𝑙) .

Gradiente dos parâmetros (delta da camada vezes a ativação da camada anterior; 𝑎(0) = 𝑋):

𝜕𝐽

𝜕𝜃(𝑙)
= 𝛿(𝑙)

⊤
𝑎(𝑙−1) .

Descida de Gradiente e Otimizadores

Descida de gradiente:
𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 − 𝜂∇𝜽L(𝜽𝑡).

Momentum (média móvel exponencial dos gradientes, 𝑣0 = 0):

𝑣𝑡+1 = 𝛽 𝑣𝑡 + (1 − 𝛽) ∇𝜽L(𝜽𝑡), 𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 − 𝜂 𝑣𝑡+1.

Nesterov (gradiente avaliado no ponto deslocado pelo momentum):

𝑣𝑡+1 = 𝛽 𝑣𝑡 + (1 − 𝛽) ∇𝜽L(𝜽𝑡 − 𝜂 𝛽 𝑣𝑡), 𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 − 𝜂 𝑣𝑡+1.

AdaGrad (acumulador 𝐺 cresce monotonicamente; operações elemento a elemento):

𝐺𝑡+1 = 𝐺𝑡 +
(︁
∇𝜽L

)︁2
, 𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 −

𝜂
√
𝐺𝑡+1 + 𝜖

∇𝜽L.

RMSProp (média móvel exponencial no lugar da soma):

𝔼[𝑔2]𝑡+1 = 𝜌𝔼[𝑔2]𝑡 + (1 − 𝜌)
(︁
∇𝜽L

)︁2
, 𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 −

𝜂√︁
𝔼[𝑔2]𝑡+1 + 𝜖

∇𝜽L.

Adam (momentos 𝑚 e 𝑣 com correção de viés; 𝑚0 = 𝑣0 = 0):

𝑚𝑡+1 = 𝛽1𝑚𝑡 + (1 − 𝛽1) ∇𝜽L(𝜽𝑡), 𝑣𝑡+1 = 𝛽2 𝑣𝑡 + (1 − 𝛽2)
(︁
∇𝜽L(𝜽𝑡)

)︁2
,

˜︁𝑚𝑡+1 =
𝑚𝑡+1

1 − 𝛽 𝑡+11
, ˜︁𝑣𝑡+1 =

𝑣𝑡+1

1 − 𝛽 𝑡+12
, 𝜽𝑡+1 = 𝜽𝑡 − 𝜂

˜︁𝑚𝑡+1√︁˜︁𝑣𝑡+1 + 𝜖 .



Regularização, Normalização e Inicialização

Regularização L1 e L2 (penalidade Ω somada à função de custo; L2 corresponde ao weight decay):

L̃(𝜽) = L(𝜽) + 𝜆 Ω(𝜽), Ω𝐿2 = ∥𝜽∥22, Ω𝐿1 = ∥𝜽∥1.

Batch normalization (estatísticas do mini-batch 𝐵; 𝛾 e 𝛽 treináveis; em inferência usam-se as médias
móveis 𝜇mov e 𝜎mov):

𝜇ℎ =
1
|𝐵|

∑︁
𝑖∈𝐵

ℎ𝑖, 𝜎ℎ =

√︄
1
|𝐵|

∑︁
𝑖∈𝐵
(ℎ𝑖 − 𝜇ℎ)2, ℎ𝑖 ←

ℎ𝑖 − 𝜇ℎ
𝜎ℎ + 𝜖

, ℎ𝑖 ← 𝛾 ℎ𝑖 + 𝛽.

Inicialização de pesos (gaussianas demédia zero com variâncias distintas; 𝑛(𝑙−1) é o fan-in da camada;
Xavier para tanh e sigmoide, He para ReLU):

Xavier: 𝜃
(𝑙)
𝑖 𝑗
∼ N

(︃
0,

1
𝑛(𝑙−1)

)︃
, He: 𝜃

(𝑙)
𝑖 𝑗
∼ N

(︃
0,

2
𝑛(𝑙−1)

)︃
.

Variante fan_avg (compromisso entre forward e backward, com 𝑛(𝑙) o fan-out):

Xavier: 𝜎2𝜃 =
2

𝑛(𝑙−1) + 𝑛(𝑙)
, He: 𝜎2𝜃 =

4
𝑛(𝑙−1) + 𝑛(𝑙)

.

Camadas Convolucionais

Dimensão espacial de saída (entrada𝑊 ×𝑊, kernel 𝐾, stride 𝑆, padding 𝑃; vale também para pooling):

𝑂 =

⌊︃
𝑊 − 𝐾 + 2𝑃

𝑆

⌋︃
+ 1.

Kernel efetivo com dilatação 𝐷 (substitui 𝐾 na fórmula acima):

𝐾ef = 𝐷 (𝐾 − 1) + 1.

Conexão residual (bloco com atalho de identidade):

𝑦 = 𝐹(𝑥) + 𝑥.

IoU (intersection over union entre duas bounding boxes 𝐴 e 𝐵):

IoU(𝐴, 𝐵) = |𝐴 ∩ 𝐵||𝐴 ∪ 𝐵| .

Redes Recorrentes

RNN vanilla (um passo de tempo):

𝑧𝑡 = 𝑥𝑡 𝜃
𝑇
𝑖ℎ + ℎ𝑡−1 𝜃

𝑇
ℎℎ + 𝑏ℎ, ℎ𝑡 = tanh(𝑧𝑡).

Gradiente retropropagado no tempo (fator multiplicado a cada passo; origem do desaparecimento
e da explosão do gradiente):

𝜕ℎ𝑡

𝜕ℎ𝑡−1
∝ 𝜃ℎℎ

(︁
1 − tanh2(𝑧𝑡)

)︁
.



Gradient clipping por norma (limita o passo preservando a direção):

𝑔 ← 𝑐
𝑔

∥𝑔∥ se ∥𝑔∥ > 𝑐.

LSTM (portões 𝑓𝑡, 𝑖𝑡, 𝑜𝑡 e candidato 𝑐̃𝑡; [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] é a concatenação):

𝑓𝑡 = 𝜎
(︁
𝜃 𝑓 [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏 𝑓

)︁
, 𝑖𝑡 = 𝜎

(︁
𝜃𝑖 [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑖

)︁
, 𝑐̃𝑡 = tanh

(︁
𝜃𝑐 [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑐

)︁
,

𝑐𝑡 = 𝑓𝑡 ⊙ 𝑐𝑡−1 + 𝑖𝑡 ⊙ 𝑐̃𝑡, 𝑜𝑡 = 𝜎
(︁
𝜃𝑜 [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑜

)︁
, ℎ𝑡 = 𝑜𝑡 ⊙ tanh(𝑐𝑡).

Caminho da memória (derivada que mitiga a dissipação do gradiente):

𝜕𝑐𝑡

𝜕𝑐𝑡−1
= 𝑓𝑡 .

GRU (portões de reset 𝑟𝑡 e de update 𝑧𝑡):

𝑟𝑡 = 𝜎
(︁
𝜃𝑟 [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑟

)︁
, 𝑧𝑡 = 𝜎

(︁
𝜃𝑧 [ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏𝑧

)︁
,

ℎ̃𝑡 = tanh
(︁
𝜃ℎ [𝑟𝑡 ⊙ ℎ𝑡−1, 𝑥𝑡] + 𝑏ℎ

)︁
, ℎ𝑡 = (1 − 𝑧𝑡) ⊙ ℎ𝑡−1 + 𝑧𝑡 ⊙ ℎ̃𝑡 .

Modelagem de Linguagem e Atenção

Probabilidade de uma sequência (fatoração autorregressiva de 𝑚 tokens):

𝑝(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) =
𝑚∏︂
𝑡=1

𝑝
(︁
𝑦𝑡 | 𝑦<𝑡

)︁
.

Perplexidade (a partir da log-likelihood em bits, com log2):

𝐿(𝑦1:𝑚) =
𝑚∑︁
𝑡=1

log2
(︁
𝑝(𝑦𝑡 | 𝑦<𝑡)

)︁
, Perplexidade(𝑦1:𝑚) = 2−

1
𝑚
𝐿(𝑦1:𝑚 ) , Perplexidade ∈ [1, |𝑉 |].

Atenção em seq2seq (estado do decodificador ℎ𝑡, estados do codificador 𝑠1, . . . , 𝑠𝑚; scores de produto
escalar, pesos via softmax e vetor de contexto):

score(ℎ𝑡, 𝑠𝑘) = ℎ⊤𝑡 𝑠𝑘, 𝑎
(𝑡)
𝑘

=
exp

(︁
score(ℎ𝑡, 𝑠𝑘)

)︁∑︁𝑚
𝑖=1 exp

(︁
score(ℎ𝑡, 𝑠𝑖)

)︁ , 𝑐 (𝑡) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑎
(𝑡)
𝑘
𝑠𝑘.


