Aprendizado Profundo Formuldrio, Unidades 4 e 5
Prof. Lucas S. Kupssinskii Transformers e Modelos Geradores

Este formuldrio reune as principais expressoes das unidades 4 e 5 e resultados matemdticos de apoio.
Notagdo: N (u,X) denota a gaussiana de média u e covaridncia %; © € o produto elemento a elemento;
o(+) € a fungdo sigmoide.

Matematica Basica

Sigmoide e derivada:

, o’(a) = o(a)(1 - o(a)).

ola) = 1+e@

Softmax (sobre logits z € RX, com temperatura t; T = 1 recupera a forma padrio):

ezi/'r
softmax(z/t); = ———.
( /T) ZK_l er/T
Logaritmos:
In(ab) =Ina +Inb, ln%=lna—lnb, Ina® =blna.
Divergéncia de Kullback-Leibler (caso continuo):
P(x)
Dg1 | P = p In —= dx.
alPl1Q) = [ PG In g ax

Traco (soma da diagonal principal) e determinante de matriz diagonal:

Tr[diag(di,...,d,)] = Z d;, det[diag(ds,...,dn)] = 1—[ d;, log det = Z log d;.
i=1 i=1 i=1

Determinante de matriz 2 x 2 geral:
a
det[
C

b
d} =ad — bc.

Atencdo e Transformers

Projecoes (entrada X com um token por linha; d é a dimensao das projecdes):

Q = XW,, K = XW, V =XW,.

Scaled dot-product attention:

. QKT
attention(Q, K, V) = softmax V.
Vd

Mascara causal (aplicada aos scores antes do softmax; posicdes com —oo recebem peso 0):

score;j «— —oo  se j > 1.

Multi-head attention (H cabecas em paralelo, cada uma com dimensao d,4e1/H; concatenacao se-
guida da projecao de saida Wp):

MultiHead(Q, K, V) = Concat(heads, . .., heady) Wo, head; = attention(QW},, KWy, VW).



Complexidade da self-attention no comprimento de sequéncia n: 0(n?d).

Layer normalization e conexao residual (média e desvio padrio sobre a dimensao das features; y e
P treinaveis):

LayerNorm(x) =y e, B, output = LayerNorm (x + Subblock(x)).

o+e€

Positional encoding sinusoidal (posicdo i, dimensoes 2k e 2k+1; somado ao embedding):

PE(i, 2k) = sin( ) , PE(i, 2k+1) = cos(

i i
100002k/d 100002k/d ) '

Tokenizacao

Score de merge do WordPiece (reconstrucido popularizada pelo Hugging Face; o BPE, em contraste,
mescla o par adjacente de maior freq(xy)):

freq(xy)
freq(x) - freq(y)”

score(x,y) =
Modelo de linguagem unigrama (segmentacio x = (x1, ..., X,); probabilidades iniciais por contagem
de substrings, com N = },, count(t’)):

count(t)

P =[ [P), P =—
i=1

Viterbi (melhor segmentacdo por programacdo dinamica; §(j) é o log da melhor segmentacdo do
prefixo com j caracteres, s;.; € o trecho entre as posigoes i e j, V € o vocabuldrio):

5(0)=0,  8(j)=max[8(i) +InP(s) |.
i<j

sij €V

Log-likelihood do corpus e critério de poda do Unigram (a perda A, mede quanto £ cai ao remover
o token ¢ e re-segmentar; podam-se os tokens de menor A,):

L= Z freq(w) In P(melhor seg. de w), Ar =L — Lsem:-

wecorpus
Tabela de embedding (lookup da linha i da matriz E; [V| é o tamanho do vocabuléario):
e; =E[i], EeRVIX #paramsempedding = |V| X d-

Treinamento e Inferéncia de LLMs

Loss de modelagem de linguagem (entropia cruzada autorregressiva sobre m tokens):

L= _ZIOgP(}’t |J’<t)-

t=1

Lei de escala de Chinchilla (volume 6timo de dados D*, em tokens, para um modelo de N pardmetros):
D* =~ 20N.

LoRA (matriz congelada Wy € R?*k; apenas B € R¥" e A € R"™* sdo treindveis):

a . s s
h=Wpx + — BAx, #params treindveis =r (d + k).
r



Decodificacdo especulativa (rascunho g, alvo p; token proposto x):

_ . X .. .
P(aceitar x) = mm(l, &N)) ; se rejeitado, reamostrar de (p — q); = max(0, p — g) normalizada.
q

Alinhamento por Preferéncias

Reward model (perda de Bradley-Terry sobre o par preferido y,, e preterido y;):
Lrm = =logo(rg (x, yuw) =19 (x, y1)) -
RLHF com PPO (objetivo da politica com penalizacdo KL em relacdo ao modelo de referéncia):
J(6) = Ex,y~my [ 79 (x, ¥) = BKL(70 || 7res) | -
DPO (otimiza diretamente sobre os pares de preferéncia, sem reward model explicito):

)

Mo 1) | moln )
Tref(Yw | X) Tret (Y1 | X)

Lppo = —log G(B [log

GANs

Loss original do gerador (saturante), com discriminador f|[-, ¢] e gerador g[-, 0]:

L[6] = Zln[ 1- a(f[g[z<f>,9], ¢])] .
J

Loss nao-saturante do gerador:

Lns6] == )" In o f[ g2, 01, ¢ ]) .
J

Discriminador 6timo (P € a densidade dos dados reais e P* a dos gerados):

P(x)

T R

Divergéncia de Jensen-Shannon e sua decomposicdo (com M = %(P + P¥)):

Dys[P* || P] = § Dg[P* || M] + 3 D [P||M], 0 < Dys <In2.

qualidade cobertura

WGAN-GP (gradient penalty adicionada a loss do critico, em pontos interpolados x):
2
A (Ve £12. 6111, - 1)
Normalizing Flows

Mudanca de variaveis (bijecdo z = f(x), dimz = dimx):

px(%) = p:(f(%)) [detJp(x)],  log px(x) =1log p:(f (%)) +log|det J;(x)|.

Linear flow: f(x) =0x+b.



Affine coupling (particiona a entrada em x#, x®; a coupling network produz (s, t) = NN(x*)):
forward: y* =x%, y2 =x® oexp(s) +t,
inversa: x* =y*, x? = (y® - t) o exp(-s), (s,t) = NN(y?).

Log-determinante da camada affine coupling:

log|detJ| = Z 5i.

Autoencoders Variacionais (VAE)

KL em forma fechada entre o posterior N (i, £) e o prior N(0,I), com latente de dimenséao D,:
Dy [N (1, 2) | N(0,T)] = 1 (Tr[2] + "1 - D, - logdetx).
Reparametrization trick (com e* ~ N(0,1); para T diagonal, £'/%¢* = 0 © €*):
2" =p+ 7172 ¢*,
Termo de reconstrucao (decoder gaussiano p(x | z,0) = Ny (f[z,0], 1)):
ke - 1= 01l
Objetivo (ELBO; a otimizagdo minimiza —ELBO):

~ELBO =~ i||x - f[=", 0]|* + Dxula(z | x, ) [l p(2)] -

—
reconstrucdo regularizagdo
Modelos Difusores
Noise schedule (produto acumulado a partir de B = (81, ..., Br)):

a=[]a-p).
s=1

Processo forward (um passo, cadeia de Markov gaussiana, ¢,_1 ~ N(0,1)):
2 = \/1_—ﬂt Ze-1 + \/E €t-1-
Kernel de difusao (amostra direta do passo t a partir de x e e ~ N(0,1)):
2 = Vo x + \/1——at €.
Objetivo de treino (a U-Net g[-, 0;] estima o ruido):
L = ||gt [2:,0:] — € ||2

Amostragem reversa (passo de denoising, com ¢ ~ N(0,1I) e o, do schedule):

1 Be

Classifier-free guidance (predicao condicionada g;[z, c] e sem condicao g:[z;, @]; peso w > 0):

Zr-1 = 8tl2:,0:] | + or €.

& =1 +w)gelz,c] —wglz, 2].



