Multilayer Perceptron Lista de Exercicios da Unidade 1

Introducdo a Machine Learning

1) Segundo a discussdo feita em aula sobre software com e sem Machine Learning, em qual das
situacOes abaixo Machine Learning é uma abordagem mais adequada do que escrever uma solucao
programada explicitamente?

(@) Problemas em que as regras que transformam a entrada na saida sdo conhecidas e podem ser
enumeradas como uma sequéncia finita de instrucoes.

(b) Problemas em que a solucdo exata tem custo computacional baixo, mas a equipe deseja reduzir
o tempo de desenvolvimento do sistema.

(c) Problemas em que ndo sabemos escrever diretamente um algoritmo para a tarefa, mas
dispomos de exemplos nos quais é possivel encontrar padroes.

(d) Problemas em que a saida esperada ¢ deterministica e uma mesma entrada deve produzir
sempre exatamente o mesmo resultado.

2) Atabela abaixo apresenta o erro médio de quatro modelos no conjunto de treino e em um conjunto
de teste formado apenas por dados novos, que nao foram utilizados durante o treinamento.
Considerando que o objetivo é obter o menor erro esperado para novos dados, qual modelo deve
ser escolhido?

Modelo | Erro no treino | Erro no teste
A 12.0 12.4
B 5.8 6.3
C 1.5 13.9
D 0.2 19.7

(@) Modelo A.
(b) Modelo B.
(¢) Modelo C.
(d) Modelo D.

3) Vocé precisa treinar uma Regressdo Linear em um conjunto de dados com um niimero muito
grande de atributos (M na ordem de centenas de milhares). Sobre a escolha entre a equacado
normal @ = (X"X) X"y e a descida de gradiente nesse cendrio, é correto afirmar que:

(@) A equagdo normal é preferivel, pois encontra exatamente o melhor 6 sem depender da escolha
de uma taxa de aprendizado.

(b) A descida de gradiente é preferivel, pois a funcao de custo Jssg deixa de ser convexa quando
o numero de atributos é grande.

() A equagdo normal € preferivel, pois seu custo cresce linearmente com o niimero de atributos,
enquanto o da descida de gradiente cresce cubicamente.

(d) A descida de gradiente € preferivel, pois o custo de inverter a matriz X' X cresce cubicamente
com o numero de atributos.

4) Ao adaptar a Regressdo Linear para a tarefa de classificacdo bindria obtemos a Regressdo Logistica,

1#09' Nessa adaptacgdo, a fungdo de custo Jssg € substituida pela Jpcg. Qual alternativa
+e™

apresenta a justificativa correta para essa substituicdo?

}A,(i) —
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(@) A funcdo Jssr deixa de ser convexa para a Regressdo Logistica, e a otimizacdo pode ficar presa
em minimos que néo sio o global.

(b) Afuncéo Jssgr deixa de ser diferencidvel quando composta com a funcdo sigmoide, e o gradiente
fica indefinido em parte do dominio.

(c) A funcdo Jpcg admite solugdo analitica semelhante a equacdo normal, e o treinamento passa
a dispensar métodos iterativos.

(d) A funcao Jpcg torna a fronteira de decisdo néo linear, e o modelo passa a resolver problemas
que nao sao linearmente separaveis.

5) Dentre as alternativas abaixo, qual melhor descreve o processo de hyperparameter tuning?
(@) Eum processo de otimizacio de pardmetros da rede neural que é feito via decida de gradiente.

(b) E um processo de busca cujo objetivo é encontrar valores ideais para parametros que nao sao
aprendidos durante o processo de treino.

() E o processo de busca pela hipétese que melhor descreve a relacdo entre um conjunto de
atributos e a variavel alvo conforme uma funcao loss.

(d) E o processo equivalente a regularizacio, que visa limitar a complexidade do modelo para
melhorar a sua capacidade de generalizar.

6) No exemplo numérico do efeito tesoura (Scissor Effect) visto em aula, um polinémio de grau 4
passa exatamente pelos cinco pontos do conjunto de treino, obtendo erro de treino igual a zero,
enquanto a reta y = 2x + 0.1 apresenta erro de treino maior do que zero. No entanto, no ponto
de teste (6,12) a reta prediz 12.1 e o polinémio prediz 27.5. Explique com suas préprias palavras
a diferenca entre ajustar bem o conjunto de treino e generalizar para novos dados. Em seguida,
relacione o comportamento dos dois modelos com os termos da decomposicao do erro de teste
(viés, varidncia e ruido) e com o efeito tesoura: em qual regime de quantidade de dados a hipétese
mais simples tende a ser a melhor escolha?

Perceptron

7) Por que o Perceptron como proposto originalmente (3 = sign(X?9)) nio pode ser organizado
em uma rede para formar um Multi Layer Perceptron?
(@) Pois a derivada da func¢éo de ativacdo em relacdo aos pesos ou € igual a zero ou indefinida.
(b) Pois o dot product dos pesos com as features ndo pode ser derivado.

(c) Pois apenas a descontinuidade na fungdo de ativacao sign(x) em x = 0 impede o processo de
otimizacdo via descida de gradiente.

(d) Pois o perceptron possui a limitacdo de modelar apenas problemas que sdo linearmente
separaveis.

8) Por que uma rede de Perceptrons de Rosenblatt ndo pode ser treinada via descida de gradiente e
backpropagation?

9) Prove que um Perceptron com duas entradas y = sinal(6g + X101 + X262) gera uma fronteira de
decisio linear.

10) Crie um Perceptron que se comporta como uma funcdo and.
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MLP e Backpropagation
11) Em uma unidade (neuronio) de uma rede neural artificial, qual a operagéo realizada entre as
entradas e os pesos durante o forward pass?
(@) Produto Escalar (Dot Product).
(b) Funcao de Ativacao (Activation Function).
(c) Retropropagacao de Erros (Backpropagation).
(d) Descida de Gradiente (Gradient Descent).

12) Em uma rede perceptron multicamadas (Multi Layer Perceptron). Qual das alternativas abaixo
melhor descreve o Forward Pass e o Backward Pass respectivamente?

(@) Computar as saidas de cada uma das unidades e as entradas.
(b) Computar as saidas de cada uma das unidades e o gradiente em relagdo aos pesos.
(c) Computar as entradas de cada uma das unidades e as saidas.

(d) Realizar a Retropropagacao de Erros (Backpropagation) e a Descida de Gradiente (Gradient
Descent).

(e) Realizar a Descida de Gradiente (Gradient Descent) e a Retropropagacao de Erros (Backpropa-
gation).

13) Considere um MLP com uma unidade na entrada, uma unidade na saida, K camadas ocultas e D
unidades em cada camada. Quantos parametros esse MLP possui?

14) Quais sdo os quatro passos realizados para fazer o treinamento de um MLP?

15) Considerando a rede da Figura 1, resolva os itens abaixo:

0.5 -0.2
(1) =
0 ‘lo.1 0.2] 6 =[0.2 -0.1]

p =02 -0.1] B® =[0.4]

)X

Xo

X=[2 1]
y=[1]

Figura 1: Multilayer Perceptron
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a) Compute o Forward Pass.
b) Compute o valor da Loss J = 2 YN, (5 — y©)?,
¢) Compute o Backward Pass.

d) Realize a atualizacdo de todos os parametros treinaveis da rede conforme o otimizador SGD
9t+1 = Qt - T]VJ.

Softmax, Entropia Cruzada e Grafo Computacional

16) Em um grafo computacional, o backward pass percorre o grafo na ordem inversa aplicando a
regra da cadeia localmente em cada nodo. Para calcular o gradiente que envia as suas arestas de
entrada, o que cada nodo precisa conhecer?

(@) O gradiente upstream que chega pela sua saida e a derivada local da sua operacdo em relacdo
a cada entrada.

(b) A expressao simbdlica completa da fungéo representada pelo grafo e a derivada algébrica
dela em relacéo a cada folha.

(c) O valor da loss avaliada duas vezes, com cada entrada perturbada por um passo h, para estimar
a derivada por diferenca finita.

(d) O gradiente da loss em relagdo a todos os parametros da rede, obtido antes do inicio do
percurso na ordem inversa.

17) Considere o grafo computacional da funcédo f(a,b,c) = (a+b) - (b - ¢), com nodos intermediarios
u=a+bev=>b-c. Note que a variavel b alimenta dois nodos do grafo. Paraa=1,b=2ec =3,
apos o forward pass e o backward pass iniciado com df/af = 1, qual o valor de 8f/db?

@ 6
(b) 9
(© 15
(d) 18

18) Considere a funcéo f(a,b,c) = (a + b) - max(b, c¢), decomposta em um grafo computacional com
trés nodos de operacgdo: u = a + b (nodo de soma), v = max(b, c) (nodo de maximo) e f =u - v
(nodo de produto). Repare que a variavel b alimenta dois nodos. Paraa =2, b =3 e ¢ = 4, resolva
os itens abaixo:

a) Compute o forward pass, informando o valor de cada nodo intermediario e da saida f.

b) Compute o backward pass nodo a nodo, iniciando com df/df = 1, e informe os gradientes
df/da, df/ab e af/ac. Indique, em cada nodo, qual padrio foi aplicado (distribuidor, comutador
ou roteador) e como os gradientes que chegam em b sdo combinados.

19) Aregressdo logistica y = 0(0p+01x1+62x2), treinada com a Binary Cross Entropy L = — (yIny + (1 — y) In(1 - 3)),
pode ser vista como um grafo computacional. Resolva os itens abaixo:

a) Decomponha a computacdo de L em nodos elementares, explicitando os nodos de produto, os
nodos de soma, o nodo sigmoide (ja agrupado em uma tnica operagdo, como visto em aula) e
o nodo da loss.
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20)

21)

22)

23)

24)

b) Derive dL/36y, dL/361 e dL/36 aplicando a regra da cadeia nodo a nodo, no sentido inverso
do grafo, informando o gradiente que atravessa cada nodo. Simplifique as expressoes finais.

Frameworks como PyTorch representam a computacdo como um grafo construido automatica-
mente durante a execucao do cédigo forward, e é esse grafo que permite calcular as derivadas
automaticamente, como discutido em aula. Explique por que essa representacdo € necessdria para
o calculo automatico de gradientes e descreva o que precisa ser armazenado durante o forward
pass para que o backward pass seja possivel. Ilustre com pelo menos dois nodos concretos cujas
derivadas locais dependem de valores calculados no forward.

No nodo de produto de matrizes Z = AQT, visto na versdo vetorizada do grafo computacional,
temos A € RV*% 9 ¢ R4*% e o backward recebe o gradiente upstream G = 3J/3Z € RN*%, Quais
expressoes computam os gradientes das duas entradas do nodo?

@) 3J/0A =GB e dJ/3db =G'A.
(b) 9J/0A=GOT e 3J/30 = ATG.
(©) 0J/dA=GT"AedJ/30 =GO.
(d) 0J/dA=60"TGedJ/a0 =AG'.

Considere o MLP vetorizado representado como grafo computacional com os nodos matmul,

A

sigmoide e loss, como visto em aula: ZD =x0M ", AD) =g(zD), 2@ = aAVe@ T § = 5(z?) e
J = %Z (y — #). Use uma unica observacdo X = [1 2] com alvo y = 1 e pesos

, 0¥ =]05 -05].

~10.5 0.5

a) Execute o forward pass nodo a nodo, informando z(M), A z(2) j e J.

b) Execute o backward pass nodo a nodo, iniciando com 4J/dJ = 1, informando o gradiente na
saida de cada nodo e, ao final, 3J/960") e aJ/36®). Em cada passo, indique qual regra de
backward foi aplicada (nodo loss, nodo de ativagcdo ou nodo matmul).

Descida de Gradiente

Quando usamos a seguinte expressao w 1) = w() —nV.L para a atualizacdo dos pesos de uma
rede neural do tipo multilayer perceptron, considerando que o gradiente esta sendo estimado com
base em uma tnica observagao, temos qual variacio do algoritmo de descida de gradiente?

(a) Batch Gradient Descent.

(b) Mini Batch Gradient Descent.
(¢) Stochastic Gradient Descent.
(d) Deterministic Gradient Descent.

Uma das modificacbes mais comuns no algoritmo de descida de gradiente envolve alterar a
atualizacdo dos pesos para que considere dois termos: um dos termos é o gradiente da funcao loss
em relacdo aos pesos considerando batch atual; enquanto o segundo termo € um valor definido
recursivamente que leva em consideracdo os gradientes anteriores. Essa modificacdo obedece a
seguinte equacao:
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25)

Wier1) =Wy =1V
Vi) =BVie-1) + (1 -p)VL

Sendo que por definicdo V(o) = 0.
Qual nome se da para essa modificacdo na descida de gradiente?
(a) Batch Gradient Descent
(b) Momentum
(c) L2 Regularization
(d) Stochastic Gradient Descent
(e) Batch Normalization

O valor da funcdo loss da sua rede neural estad oscilando ao invés de decrescer constantemente
conforme esperado durante o treinamento. Supondo que vocé esteja utilizando Mini-Batch Gradient
Descent, quais das opg¢des abaixo sdo boas modificagdes que vocé pode introduzir para tentar
resolver esse problema?

(a) Aparentemente isso € um problema dos dados, obter uma quantidade maior de dados para
efetuar o treinamento é uma alternativa razoavel.

(b) Aumentar o valor hiperparametro learning rate pode ajudar pois o processo de otimizacdo vai
chegar a um minimo mais répido.

(c) Diminuir o valor hiperparametro learning rate pode ajudar pois o processo de otimizacao para
garantir que um minimo local seja encontrado e ndo “pulado”.

(d) Aumentar o hiperparametro batch size pode ajudar pois vai introduzir maior variabilidade
em cada mini-batch. Assim as chances de cada um dos passos da otimizacdo gerar uma
diminuicdo no loss aumenta.

26) Vocé esta experimentando com diferentes learning rates ao treinar uma rede neural especifica. A

evolucdo do valor da funcéo loss no decorrer das épocas usando learning rates 0.1 e 10~° estéio
retratados na figura abaixo. Com base nesses resultados, qual seria um bom valor de learning rate
para testar a seguir?

loss

learning rate = 0.1

learning rate = 10-°

(@ 0.2
(b) 1074
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27)

(© 1078

Francois Chollet, o criador do Keras, comentou em 2022 que vocé ndo deve tentar aproveitar um
scheduler de learning rate que funcionou bem em outro conjunto de dados para treinar em um
novo conjunto de dados. A afirmacédo de Chollet vale mesmo nos casos nos quais a arquitetura da
rede se mantém igual. Dentre as op¢des abaixo, quais sdo racionais razodveis para essa afirmacao?

(@) Learning rate schedulle deve variar conforme o nimero de observagdes no conjunto de dados.
Dessa forma se os dados mudarem precisamos mudar o scheduller.

(b) O learning rate schedulle deve mudar sempre que a distribuicdo alvo mudar. Nos casos que ela
se mantém igual ndo é necessario realizar modificacéo.

(©) Um novo conjunto de dados modifica o tradeoff entre otimizagao e regularizacdo. Dessa
forma, o learning rate scheduller é especifico para um conjunto de dados.

28) Vocé se depara com uma situacdo na qual o seu time de pesquisa estd usando o maior batch size

29)

30)
31)
32)
33)

possivel, respeitando apenas a limitacdo da memdria disponivel na GPU. Vocé entende existem
argumentos a favor de um batch size grande, contudo vocé quer trazer para a discussdo argumentos
contrarios para incentivar o uso de batch sizes menores. Dentre as alternativas abaixo, quais
seriam bons argumentos para diminuir o batch size?

(@) Um batch size menor torna o processo de treino mais ruidoso, auxiliando na diminuicao de
overfitting.

(b) Um batch size menor pode tornar a paralelizacdo mais otimizada e portanto o treinamento
mais rdpido.

(c) Um batch size menor pode levar a uma maior generalizagdo da rede, evitando minimos locais.

(d) Um batch size menor reduz o ruido no treinamento, melhorando a generalizacdo do modelo
treinado.

(e) O hiperparametro batch size apenas diz respeito a limitacdes de hardware e néo influencia a
solucdo que sera otimizada.

Dado que a descida de gradiente possui na sua formalizacéo original a seguinte regra de atualizagao
0:+1 = 0: —nVpoJ. Por que a atualizagdo dos pesos com —V,J diminui o valor da fun¢éo de custo?

Por que dizemos que a formulacédo original do momentum calcula o gradiente “no local errado”?
Qual o efeito pratico de normalizar o gradiente (conforme feito no Adam)?
Qual a diferenca de uma iteragdo para uma época?

Considerando que 6, denota o vetor de parametros treindaveis de uma rede neural na iteracéo t e
as seguintes informacoes:

5 0
’7 - 01: :B - 08: 90 - [10] s vo = [O] s

-2 -1 1
o2 waef] o]

a) Como fica 6; ao seguir a regra de atualizacdo do SGD?

b) Como fica 0; ao seguir a regra de atualizagdo da descida de gradiente com normalizagdo?
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34)

35)

c) Como fica 6, ao seguir a regra de atualizacdo da descida de gradiente com momentum?

d) - Como fica 0, ao seguir a regra de atualizacdo do otimizador Abam? (Nota: ignore
o B = 0.8 usado nos itens anteriores; aqui usamos os hiperparametros padrao do Adam,
ﬂl =09e ﬂz = 0999)

Funcoes de Custo e Funcoes de Ativacao

Dentre as funcoes de ativacio abaixo, qual é a opcdo mais adequada para modelar um problema
de classificacdo multiclasse no qual vocé quer interpretar a saida da rede como as probabilidades
da observagao pertencer a uma dada classe?

(@) ReLU: f(x;) = max(0,x;)
(b) Sigmoid: f(x;) = 5= +e*xl
(©) Tanh: f(x;) = —,le -

(d) Softplus: f(x;) = loge(l + )

(e) Softmax f(x;) =

(f) Linear f(x;) = x;

Dentre as funcoes de ativacdo abaixo, qual é a op¢ao mais adequada para modelar um problema
de classificacdo multilabel no qual vocé quer interpretar a saida da rede como as probabilidades
da observagdo pertencer a uma dada classe?

(@) ReLU: f(x;) = max(0,x;)
(b) Sigmoid: f(x;) =

1+e‘xl

© Tanh: f(x;) = 7725 -

+e~ 2
(d) Softplus: f(x;) = loge(l + )

(e) Softmax f(x;) = Z =

(f) Linear f(x;) = x;

36) “Para um problema de classificacdo multilabel onde a saida pode ter 10 classes diferentes (si-

multaneamente ou ndo) a funcdo de ativacdo na camada de saida do MLP deve ser e
o treinamento deve buscar otimizar a funcao de perda ”. Quais op¢oes abaixo melhor
preenchem as lacunas da afirmacdo acima?

(@) ReLU: f(x;) = max(0,x;)
(b) Sigmoid: f(x;) = o=

(¢) Tanh: f(x;) = —-le -

(d) Softplus: f(x;) = loge(l + e*i)
(e) Softmax f(x;) = 2 =
(f) Linear f(x;) = x;

(g) Binary Cross Entropy Loss: Lyce = —(ylog(y) + (1 — y)log(1 —y)).
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37)

(h) Categorical Cross Entropy Loss: Lece = — 2i_1 Yi log Ji
(i) Sum of Squared Residuals: Lgs = (y — 7)2.

(j) Absolute Error Loss: Laps = |y — ¥|.

(k) Zero-One Loss: Lo1 =I(y # J).

Durante o treinamento de uma rede neural vocé percebe que os gradientes diminuem rapidamente
até que se aproximam de zero, fazendo que os pesos da rede permanecam praticamente sem
mudanca. Vocé rapidamente identifica que se trata de um caso de vanishing gradient, marque
dentre as opg¢des abaixo possiveis causas para esse problema.

(@) As camadas ocultas usam funcéo de ativagao Tanh.
(b) As camadas ocultas usam funcao de ativacdo ReLU.
(c) As camadas ocultas usam funcdo de ativacdo Sigmoid.

(d) A rede usa batch normalization.

38) A funcdo de ativacdo Rectified Linear Unit (ReLU) é uma das funcoes de ativacdo mais utilizadas

39)

40)

41)
42)
43)

em redes neurais. A ReLU é definida como f(x) = max(0,x). Sobre essa funcao de ativacdo, é
correto afirmar que:

(@) Minimiza o problema de vanishing gradient em comparacdo com a funcao de ativacao sigmoid.
(b) E continua e diferencigvel em todo seu dominio.

(¢) Nao é continua e nio ¢ diferenciavel em todo seu dominio.

(d) E continua e néo é diferencidvel em todo seu dominio.

Dentre as op¢Oes abaixo, quais adicionam néo linearidades na rede neural.

(@) Adicionar camadas de convolucao.

(b) Diminuir a taxa de aprendizado.

(c) Embaralhar o conjunto de treinamento.
(d) Usar fungéo de ativacao ReLU.

(e) Adicionar regularizacao.

O preco de um determinado veiculo i pode ser modelado satisfatoriamente pela seguinte funcédo
F(XWDy = 10000X1(l) + 50000X2(l) + 3500. Responda as questdes abaixo supondo que vocé estd
utilizando um MultiLayer Perceptron para aproximar o preco do veiculo e justifique sua resposta.

(@) Quantos neurdnios/unidades s@o necessarios no minimo para modelar o preco dos veiculos?
(b) Qual funcéo de ativagao vocé deveria utilizar?

Cite e explique duas caracteristicas desejaveis de uma funcéo de ativacdo em redes neurais.

Por que € usual trabalhar com fungdes de ativacdo nao-lineares em redes neurais?

Calcule as derivadas das seguintes funcoes de ativacdo:

a) ReLU @(x) = max(0, x)

b) Sigmoid ¢(x) = ﬁ
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44)
45)
46)

47)

48)

49)

50)

¢) = Softmax @(x) =S; = %, (encontrar a matriz Jacobiana)

Qual a utilidade das fungbes de ativacao nas camadas ocultas de um MLP?

Qual a utilidade das func¢des de ativacdo na camada de saida de um MLP?

Calcule as derivadas das seguintes funcoes de custo:

a) Lp=Y (y¥ —JA’(i))z

b) Lpce = —yIn(y) - (1 = y)ln(1-y)

Desenvolva a fung¢éo de custo do Erro Médio Quadratico a partir da distribuicdo Gaussiana.

o (_(y—u)z)
o

202

9 1
Jo

Desenvolva a fungédo de custo Entropia Bindria Cruzada a partir da distribuicdo de Bernoulli.

Pryld) = (1-HU2

= Suponha que vocé quer criar uma rede neural para estimar a direcdo y (em radianos) do
vento a partir de medicoes de pressdo x. Uma distribuicdo que trabalha no dominio circular é a
distribuicdo de von Mises:
exp|k * cos(y — p)]
27 * Besselg[ k]

Pr(y|p, k) =

onde p € a diregdo média e k € o inverso da variancia. O termo Besselg[k] € uma funcdo modificada
de Bessel com grau o. Crie uma funcao de custo para aprender o parametro u dessa distribuicao.

«« Suponha que vocé quer criar uma rede neural para estimar o numero de pedestres y €
{0, 1,2, ...} que passam em uma rua da cidade em algum determinado momento. Vocé possui um
vetor de atributos x que contém informacgdes sobre a hora do dia, sobre o clima e sobre o dia ser
feriado ou ndo. Uma distribuicdo de probabilidade adequada para trabalhar com esse problema é
a distribuicao de Poisson:

onde A é o Unico parametro, que representa a média da distribuicdo. Crie uma func¢éo de custo
assumindo que temos acesso a I instancias de treinamento compostas por pares {x', y'}.

Inicializacdo de Pesos

51) Vocé inicializa todos os pesos de um MLP com um mesmo valor constante ¢ # 0 e todos os bias

com zero. As camadas ocultas usam a funcao de ativacdo tanh. Qual o principal problema que
esse esquema de inicializacdo causa durante o treinamento?

(@) Os gradientes da primeira camada sdo nulos jd na primeira iteracdo e os pesos dessa camada
nunca sao atualizados.

(b) A fungéo de custo se torna nao diferenciavel nos pontos em que pesos de camadas distintas
possuem 0 mesmo valor.

(c) Asunidades de uma mesma camada computam a mesma saida e recebem gradientes idénticos,
permanecendo cépias umas das outras.
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52)

53)
54)
55)
56)

57)

(d) As pré-ativacOes crescem exponencialmente com a profundidade ja no primeiro forward pass,
causando overflow numérico.

Um MLP profundo com ativacoes sigmoid nas camadas ocultas tem os pesos inicializados com
6 ~ N (0, 0?), onde o é muito maior do que o recomendado pelas heuristicas de inicializacfio (He,
Xavier). Qual comportamento vocé espera observar nas primeiras iteracoes do treinamento?

(@) Unidades mortas em todas as camadas ocultas, com saida exatamente zero independentemente
da entrada apresentada.

(b) Pré-ativacdoes com magnitude grande, unidades saturadas e gradientes préximos de zero nas
camadas iniciais da rede.

(c) Pré-ativacoes proximas de zero, unidades operando na regido aproximadamente linear e
gradientes estaveis em todas as camadas.

(d) Convergeéncia acelerada nas primeiras épocas, seguida de estagnacdo quando a magnitude
dos pesos diminui ao longo do treino.

Que problemas podemos ter com unidades na camada oculta que usam a fung¢éo sigmoid?
Que problemas podemos ter com unidades na camada oculta que usam a fungéo relu?
Qual a motivacao das inicializacoes He e Xavier.

Seja a uma variavel aleatdria continua, com distribuicao simétrica em torno de E[a] = O e variancia

Var[a] = 0. Mostre que
2

E[ReLU(a)?] = 5

Dica: escreva a esperanga como uma integral, use a simetria da distribui¢do para relacionar a integral
na metade positiva do dominio com E[a?] e lembre que E[a?] = Var[a] + (E[a])?.

Considere a pré-ativacdo da unidade i na camada [ de um MLP cuja camada anterior possui n!~)

unidades:
2-1)

l l l -1
=400 Y a ol )
j=1

. ~ e e e 1 1 ~ . .
onde os bias sdo inicializados em zero, os pesos Gi(j) ~ N(O, og) sdo independentes entre si e

(

independentes de cp(z;l_l)), e as pré-ativagoes zjl_l) tém distribuicao simétrica em torno de zero

com variancia og(l_l). Resolva os itens abaixo:

a) Mostre que E[zl.(l)] =0.
b) Supondo ¢ = RelLU, use o resultado do exercicio anterior para mostrar a recorréncia oi(l) =

a-1
n 2 2
7 990, u-1-

¢) Imponha que a variancia se preserve de uma camada para a outra, isto €, 03(1) = sz-w e derive
a variancia da inicializacao He.

d) Supondo agora ¢ = tanh e usando a aproximacdo ¢(z) ~ z para z préximo da origem, refaca
o argumento dos itens (b) e (c) e derive a variancia da inicializacdo Xavier.
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58)

59)

60)

61)

Regularizacao

Label Smoothing é uma técnica de regularizacdo que visa diminuir a tendéncia de overfitting
do modelo combatendo principalmente inferéncias com overconfidence. Essa técnica redefine os
valores alvo da seguinte forma:
@ _ i, @
Yis' = (1- a)yoh + E
onde J’é;]) ¢ a variavel alvo codificada em one-hot encoding, a € a constante de smoothing e C é o
numero de classes do problema. Sobre Label Smoothing, marque as alternativas verdadeiras:

(@) Quando « =1 a variavel alvo fica distribuida uniformemente entre as classes.
(b) Quando « = 0 a variavel alvo permanece inalterada em formato one-hot encoding.

(c) Para encontrar o valor ideal de a devemos considerar a quantidade de observacdes no conjunto
de dados.

(d) Quando « = 0 temos a maior intensidade de smoothing.

Sobre as penalidades de regularizacfio L1 e L2 adicionadas & funcio de custo, £(0) = £(0)+1 Q(0)
com Q7 = ||0]|1 e Q2 = |02, é correto afirmar que:

(@) A penalidade L2 tende a zerar exatamente alguns componentes do vetor de pesos, induzindo
solucoes esparsas.

(b) A penalidade L1 tende a zerar exatamente alguns componentes do vetor de pesos, induzindo
solucdes esparsas.

(c) A penalidade L1 equivale, na visdo probabilistica, a adicionar um prior gaussiano sobre os
pesos no critério de maxima verossimilhanca.

(d) A penalidade L2 aumenta a magnitude dos pesos durante o treinamento para compensar o
termo adicional na funcao de custo.

Uma rede foi treinada com dropout, desligando cada unidade oculta com probabilidade p a cada
forward pass. Na inferéncia, todas as unidades permanecem ativas. Sobre o ajuste necessario
nesse cenario, € correto afirmar que:

(@) As ativacoes devem ser multiplicadas por p na inferéncia, restaurando a fracdo de unidades
que era desligada durante o treino.

(b) Nenhum ajuste é necessario, pois o dropout altera apenas o backward pass e ndo muda a
escala das ativacoes.

(c) As ativacoes devem ser multiplicadas por (1 — p) na inferéncia, compensando a diferenca de
magnitude esperada em relacdo ao treino.

(d) Os pesos devem ser reamostrados com variancia (1 — p) antes da inferéncia, igualando a
distribuicao das pré-ativacoes a do treino.

Demonstre que uma regularizacdo L2 na fungio de custo de uma unidade com funcédo de ativagao
identidade é equivalente a diminuir a magnitude do vetor de pesos antes de realizar a atualizagao.
Dica: escreva a fungdo de custo com o termo de regularizagdo ||0||? e use essa funcdo de custo na
expressdo de atualizagdo dos pesos da descida de gradiente. Colocando o 6 em evidéncia ficard claro
que os pesos estdo sendo multiplicados por um valor na faixa (0, 1).
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62) Durante o treinamento com dropout, a ativacdo a de uma unidade oculta é multiplicada por uma

mascara bindria m ~ Bernoulli(1 — p), onde p € a probabilidade de desligamento. Resolva os itens
abaixo:

a) Calcule E[m - a] e compare o resultado com a magnitude da ativacdo em inferéncia, quando a
unidade estd sempre ativa.

b) Explique as duas formas vistas em aula de corrigir essa diferenca de escala: o rescaling
deterministico em inferéncia e o inverted dropout adotado como padrao por PyTorch e Keras.

63) Explique o funcionamento do early stopping: o que é monitorado durante o treinamento, qual o
papel do hiperparametro patience e por que a técnica tem efeito andlogo ao da regularizacdo L2.
Cite também o beneficio adicional que ela traz além do efeito regularizador.
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Gabarito

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

c. Machine Learning € indicado justamente quando ndo sabemos escrever o algoritmo que trans-
forma a entrada na saida, mas dispomos de exemplos nos quais um padréo pode ser aprendido. As
alternativas (a) e (d) descrevem cendrios ideais para uma solucdo programada explicitamente, e
em (b) o desejo de reduzir tempo de desenvolvimento nao justifica a troca de paradigma quando
a solucdo exata é conhecida e barata.

b. O erro no conjunto de teste é a estimativa do desempenho em dados novos, e o modelo B tem o
menor erro de teste (6.3). O modelo A sofre de viés alto (erros altos em treino e teste), enquanto
C e D exibem overfitting: erro de treino baixo com erro de teste alto.

d. A equacdo normal exige inverter X' X, uma matriz M X M, operacéo de custo ctibico em M; com
centenas de milhares de atributos isso é invidvel, enquanto a descida de gradiente escala bem. A
alternativa (a) afirma algo verdadeiro sobre a equacdo normal, mas néo a torna preferivel nesse
cenario; (b) é falsa pois Jssg permanece convexa na Regressao Linear; (c) inverte os custos dos
dois métodos.

a. Ao compor Jgsg com a sigmoide, a funcdo de custo deixa de ser convexa e a descida de
gradiente pode estacionar em minimos locais; a Jgcg € convexa para a Regressdo Logistica. Em
(b), a composicdo continua diferenciavel; em (c), a Jgcg ndo admite solucdo analitica; em (d), a
fronteira de decisdo da Regressdo Logistica continua linear.

b. Hiperparametros (taxa de aprendizado, batch size, arquitetura) néo sdo aprendidos pela descida
de gradiente, entdo seus valores sdo encontrados por um processo de busca externo ao treino. A
alternativa (a) descreve o treinamento dos parametros, (c) descreve o proprio aprendizado da
hipétese e (d) confunde o processo com regularizacao.

Ajustar bem o conjunto de treino significa encontrar uma hipétese que minimiza a func¢ao de custo
sobre os exemplos ja observados. Generalizar significa obter erro baixo em dados novos, vindos
da mesma relagdo entre atributos e variavel alvo, que € o objetivo real de um sistema de Machine
Learning. As duas coisas ndo sdo equivalentes: o polindmio de grau 4 tem parametros suficientes
para passar exatamente por todos os pontos de treino, entdo ele ajusta inclusive as flutuacoes
particulares daquela amostra e ndo apenas a tendéncia geral. Fora dos pontos de treino ele oscila, e
por isso erra muito no ponto de teste. Em termos da decomposicao Errogeste = Viés? +Variancia + 62,
o polinomio é um modelo de varidncia alta: se sortedssemos outro conjunto de treino de mesmo
tamanho, a curva ajustada mudaria drasticamente. A reta pertence a uma familia de hipdteses
mais simples, entdo tem viés maior (ndo consegue representar qualquer padrado) e erro de treino
diferente de zero, mas tem variancia baixa e captura a tendéncia geral dos dados, o que resulta
em erro de teste menor. O termo o2 é o ruido irredutivel, que nenhum dos dois modelos consegue
eliminar. Isso ilustra o efeito tesoura: com poucos dados, regras mais simples tendem a obter erros
menores em novos dados, pois a varidncia domina o erro dos modelos complexos; com muitos
dados, a variancia dos modelos complexos diminui e eles passam a obter erros menores, pois seu
viés € menor.

a. A derivada da fungéo sign € zero em todo ponto onde é definida (e indefinida em x = 0), entao
nenhum gradiente flui pelas unidades e o backpropagation ndo tem como atualizar os pesos. A
alternativa (c) erra ao afirmar que apenas a descontinuidade em x = 0 impede a otimizacao,
pois a derivada nula no restante do dominio também impede; (d) é uma limitacio verdadeira do
Perceptron isolado, mas nao é o que impede organiza-lo em rede.

Pois a derivada da funcdo de ativacdo sinal é zero ou indefinida em todo dominio da funcao.
Devido a isso, ndo conseguimos propagar 0s erros.
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9)

10)

I1)

12)

13)

14)

I5)

A fronteira de decisé@o é o conjunto de pontos onde o argumento da funcéo sinal troca de sinal,
isto é, onde 6y + X161 + X202 = 0. Supondo 6, # 0, isolamos Xy = —%, que é a equacdo de
uma reta no plano (X1, X2) com coeficiente angular —01/6- e intercepto —6y/6>. De um lado dessa

reta a saida é +1 e do outro é —1, portanto a fronteira de decisdo € linear.

y = sinal(0p+X101+X205), onde O = -1, 01 = 1, 65 = 1 e as entradas falsas sdo codificadas como —1
e as entradas verdadeiras como +1. Verificacdo nas quatro combinacoes: (-1,-1):z=-3 = -1;
+1,-1):2=-1= -1; (-1,+1) : 2 = -1 => —-1; (+1,+1): 2 = +1 = +1, exatamente a
tabela-verdade do and.

a. Cada unidade computa o produto escalar entre o vetor de entradas e o vetor de pesos (somado
ao bias) para formar a pré-ativacdo; a funcao de ativagéo é aplicada depois, sobre esse resultado.
Backpropagation e descida de gradiente pertencem ao treinamento, ndo ao forward pass.

b. O forward pass computa as saidas de cada unidade até produzir a predicdo, e o backward
pass computa os gradientes da funcao de custo em relagdo aos pesos. As alternativas (d) e (e)
confundem as duas fases com os algoritmos que as utilizam.

3D+ 1+ (K-1)D(D + 1). Repare que essa expressdo ndo € a unica resposta possivel para
o exercicio. Dependendo de como vocé desenvolver a questao podera chegar em expressoes
equivalentes como por exemplo: 2D + (K —1)DD + KD + 1. Contagem por partes: da entrada para
a primeira camada oculta s@o D pesos e D bias; entre camadas ocultas sdo (K — 1) transi¢des com
D? pesos e D bias cada; da tltima camada oculta para a saida sdo D pesos e 1 bias. Somando:
2D+(K-1)D(D+1)+D+1=3D+1+(K-1)D(D+1)

Forward Pass: onde as saidas sdo calculadas; Loss Function: onde a diferenca entre a saida e o
valor esperado sdo comparadas; Backward Pass: onde os gradientes da func¢ao de custo em relacdo
a cada um dos pesos € calculado; Optimizer: onde os pesos sdo atualizados.

Considerando ReLU ¢(z) = max(0, z) em todas as unidades (inclusive na saida) e taxa de aprendi-
zadon =0.1.

Forward Pass:

2

1 +

2D 2y 4 1) = [0.5 —0.2}

0.1 0.2

02] [1.0 1.0
— (1 - (Dy =
—0.1} - [0.3]’ =)= [0.3}

O] +0.4=057, y=a? =¢(0.57)=0.57

22 =9@q) + g2 =10.2 -0.1] [(1)'3

Loss: J = (¥ —y)?=(0.57 = 1)2 = 0.1849.
Backward Pass: como % =2(y-y)=-0.86e ¢’(z) =1 paraz >0,

8P =2 -y)o¢'(z¥)=-0.86

aJ )

9 _s@,mT [ _ )

@ =8 a [-0.86 -0.258], p@ ) 0.86

W =(620@) 0 ¢’ (zV) = [-0.172 0.086]

aJ ~0.172 -0.344 -0.172 aJ

—_—= (1)TT: = —_— (1):—

om0 X [0.086][2 1] [0.172 0.086 |° 58D J [-0.1720.086]
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Atualizagdo (SGD, 6.1 = 6, —nVJ):

o) 0.5 -0.2 _01 -0.344 -0.172 0.5344 -0.1828
0.1 0.2 10172 0.086 0.0828 0.1914

pY 0.2 -0.1] -0.1[-0.172 0.086] = [0.2172 -0.1086]
6® «— [0.2 -0.1] -0.1[-0.86 —0.258] = [0.286 ~0.0742]
B? 0.4 -0.1(-0.86) = 0.486

16) a. A regra da cadeia local exige apenas o gradiente upstream, que resume todo o caminho da loss
até a saida do nodo, e a derivada local da operacdo do nodo em relacdo a cada entrada. Essa
localidade é o que torna o backpropagation eficiente. A alternativa (b) descreve diferenciacao
simbdlica e (c) descreve diferencas finitas, métodos que a diferenciacdo automatica substitui;
(d) inverte a ldgica, pois os gradientes dos parametros sao o resultado do percurso, ndo um
pré-requisito.

17) c. Forward: u =3, v =6, f =18. No backward, b recebe contribui¢cdo por dois caminhos: via u,

af -1=v==6;viav, f -c =u-c =9. Somando, a{: =6+9 =15. Os distratores 6 e 9 sdo os caminhos

1solados el8éo valor do forward. Verificacdo analitica: coma =1ec =3, f(b) =3b+ 3b% e
£(2) =3+12=15.

18) a) Forward pass, na ordem topoldgica:

u=a+b=2+3=5
v =max(b,c) =max(3,4) =
f=u-v=5-4=20

b) Backward pass, iniciando com df/df = 1 e percorrendo o grafo na ordem inversa:

* Nodo f =u-v (comutador): cada entrada recebe o gradiente upstream multiplicado pelo
valor da outra entrada, logo 3_5 =1l-v=4e g—i =1-u=>5.

* Nodo u = a + b (distribuidor): copia o gradiente upstream para as duas entradas, logo
af =4 e a contribui¢do para b por este caminho é 4.

* Nodo v = max(b, ¢) (roteador): como ¢ =4 > b = 3, a entrada vencedora € c, que recebe o
gradiente inteiro, f = 5. A contribuicdo para b por este caminho € 0.

e Variavel b usada em dois nodos (somador no backward): os gradientes que chegam sao
somados, 5 =4+0=4.

Resultado: g—ﬁ = 4, ‘;’; 4e 3—’: = 5. Verificacdo: na regido em que ¢ > b vale f = (a + b)c,

portanto gﬁ =c=4, ‘;—g =c= 4e% =a+b=>5.

19) a) Decomposicao em nodos elementares, na ordem do forward:

t1 =61 -x1 (produto)
top =602 -x3 (produto)
s1=0p+t7 (soma)
%z =s1+ty (soma)
y =0(z) (sigmoide agrupada)
=-(ylny+(1-y)In(1-73)) (loss)
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b) Backward pass nodo a nodo, iniciando com dL/dL = 1:

* Nodo da loss: derivando L em relagéo a y,

aL  aL . . o om
a—=—A-y(1—y)=—-y(1—y)=y—y.
Z ay y

* Nodos de soma (distribuidores): copiam y — y para todas as entradas, logo

oL oL oL  dL

e e

* Nodos de produto (comutadores): multiplicam o gradiente upstream pelo valor da outra
entrada, logo

oL 3 ) o oL ;3 )
— = -y)x — =(J —y)x2.
90, y—Yy)x1 30, y—Yy)x2
Resumo: £ = J —y, 750 = (J —~¥)x1 € &= = (J — ) x2. A simplificacdo ocorre porque o

denominador y(1 — y) da derivada da BCE cancela exatamente com a derivada da sigmoide,
deixando o gradiente na pré-ativacdo igual ao erro y — y.

20) O backward pass € a aplicacdo repetida da regra da cadeia sobre uma composi¢do de operacoes
elementares. Para automatizar esse processo, o framework precisa saber quais operacoes foram
executadas e em que ordem de dependéncia, e é exatamente isso que o grafo (um DAG) registra:
cada operacdo executada no forward vira um nodo, e as arestas indicam de quais valores cada nodo
depende. Com o grafo montado, basta percorré-lo na ordem topoldgica inversa multiplicando o
gradiente upstream pela derivada local de cada nodo, o que € eficiente no caso tipico de redes
neurais, com uma loss escalar e muitos parametros.

Durante o forward pass, trés coisas precisam ser armazenadas: (1) a estrutura do grafo, ou
seja, quais nodos alimentam quais, pois sem ela nao ha como saber para onde propagar cada
gradiente; (2) a operacdo realizada em cada nodo, pois cada operacdo elementar conhece a
propria regra de derivada local; (3) os valores intermedidrios calculados no forward que as
derivadas locais consomem. Exemplos do item (3): o nodo de produto z = x - y precisa guardar
os valores das entradas, pois no backward cada entrada recebe o gradiente multiplicado pelo
valor da outra (9z/dx = y e dz/dy = x); o nodo sigmoide precisa guardar a prépria saida, pois
0’(z) = 0(2)(1 — 0(2)); o nodo de maximo precisa registrar qual entrada venceu para rotear o
gradiente inteiro para ela.

21) a. Com Z = A6T, o nodo matmul segue a mesma regra do nodo X escalar: cada entrada recebe o
gradiente upstream multiplicado pela outra entrada, com as transpostas ajustando as dimensoes.
Conferindo: G é (N xds)(dsxd,) = Nxd,,aformadeA, e GTAé (d;xN)(Nxd,) = d;xd., aforma
de 6. A alternativa (b) aplica a regra do produto sem transposta C = AB, ignorando a convengao
Z =A07, e produz até uma multiplicagdo indefinida (G 67 tenta multiplicar N x d; por d, X ds);
em (c) as duas expressdes estdo trocadas e nenhuma tem a forma da entrada correspondente; em
(d) nenhuma das multiplicacdes é definida em geral.
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22) a) Forward pass, nodo a nodo:

0.5 0.5
-0.5 0.5

A =o6(zW) =0.3775 0.8176|

z? =M@ 7T =0.5.0.3775 - 0.5 - 0.8176 = —0.2200
$ = 0(—0.2200) = 0.4452
J =1(1-0.4452)% =0.1539

7MW =xeM" = [1 2] [ } = [-0.5 1.5]

b) Backward pass, iniciando com aJ/aJ = 1:

¢ Nodo loss: % =§ -y =-0.5548.

 Nodo sigmoide da saida: 62 = % ©3(1-7)=-0.5548-0.2470 = —0.1370.

* Nodo matmul da camada 2: 2%, = §2TAM = [-0.0517 -0.1120] e 805 = 5§22 =
[-0.0685 0.0685].

* Nodo sigmoide da camada oculta: §V) = -84 0 AV © (1 - AM) = [-0.0685 0.0685] ©
[0.2350 0.1491| = [-0.0161 0.0102].

¢ Nodo matmul da camada 1: -2 =M Tx = [_0'0161] [1 2] = [_0.0161 ~0.0322

oM~ 0.0102 0.0102  0.0204 |’
X e y sao dados do problema, entdo ndo recebem gradiente.

23) c¢. Estimar o gradiente com uma tnica observacio caracteriza o Stochastic Gradient Descent.
O Batch Gradient Descent usa o conjunto de treino inteiro em cada passo e o Mini Batch usa
subconjuntos com mais de uma observagéo; Deterministic Gradient Descent ndao € uma variacao
padrdo do algoritmo.

24) b. A equacao define uma média mével exponencial dos gradientes: V; acumula o histérico com
peso B e o gradiente atual com peso 1 — 3, que é exatamente o momentum. Nao ha termo de
penalidade sobre os pesos (L2) nem normalizacdo de ativacdes (batch normalization) na expressao.

25) ¢, d. A oscilacdo indica passos grandes ou ruidosos demais. Diminuir a taxa de aprendizado reduz
o tamanho do passo e permite assentar no vale (c), e aumentar o batch size coloca mais exemplos
em cada estimativa do gradiente, tornando os passos mais estaveis (d). Obter mais dados (a) nao
muda a dindmica do passo, e aumentar a taxa de aprendizado (b) agrava a oscilacao.

26) b. Com 0.1 a loss cai rapido mas se comporta de forma instavel (taxa alta demais) e com 10~°
o decaimento é lento demais. O proximo palpite razoavel fica entre os dois extremos em escala
logaritmica, como 10~%. Testar 0.2 (a) aumentaria a instabilidade e 1078 (c) seria ainda mais
lento que o caso j4 inviavel.

27) c. O scheduler interage com o equilibrio entre otimizar bem o conjunto de treino e regularizar
o modelo, e esse equilibrio muda quando os dados mudam; por isso o scheduler é especifico do
conjunto de dados. O nimero de observacées (a) e a distribuicédo alvo (b), isoladamente, ndo
capturam essa dependéncia.

28) a, ¢. O ruido da estimativa do gradiente com batches menores atua como regularizacdo implicita,
dificultando a memorizacdo do conjunto de treino (a) e ajudando a escapar de minimos ruins (c).
A alternativa (b) é falsa pois batches menores aproveitam pior o paralelismo da GPU, (d) afirma o
oposto de (a) e (e) ignora o efeito do batch size na solugdo encontrada.
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29)

30)

31)

32)

33)

O gradiente aponta na direcdo de maior crescimento local da funcdo de custo, entdo atualizar
os pesos na direcdo contrdria diminui o custo. Formalmente, pela expansdo de primeira ordem,
J(6—nVeJ) ~ J(B) —1||VeJ||?, € como ||VgJ||? > 0, um passo suficientemente pequeno na dire¢io
—VgJ reduz o valor de J.

Dizemos que o gradiente estd atrasado pois, devido ao momentum, ja existe uma atualizacdo dos
pesos conforme o histérico dos gradientes. Essa observacéo leva a definicdo do Nesterov Accelerated
Momentum: como a atualizagdo vai deslocar os pesos pelo termo de histérico fuv, de qualquer
forma, é mais informativo avaliar o gradiente no ponto para onde os pesos estdo indo (o ponto
lookahead) do que no ponto atual, e o Nesterov faz exatamente essa correcao.

Ao normalizar o gradiente, fica mais fécil definir uma taxa de aprendizado que funcione igualmente
bem para todos os pardmetros da rede. Sem normalizagdo, parametros com gradientes de escalas
muito diferentes exigiriam taxas de aprendizado diferentes; ao dividir cada componente pela
raiz do segundo momento acumulado, o passo efetivo de cada parametro fica com magnitude
comparavel, proxima de 7.

Uma iteracdo consiste na apresentacdo de algumas instancias para o modelo, sob as quais sao
realizados Forward Pass, cdlculo da funcdo de custo, Backward Pass e otimizacdo. Uma época
ocorre quando foram feitas iteracOes suficientes para ver todas as instancias do conjunto de
treinamento I vez.

5 0
’7 - 01: 90 - [10] > vo = |:0:| )

a)
on=[io] 0[] =53]
b)
- [g]-on([2]- ) -3
Q)
v1—08 +(1- OS)[ } [24
o [af-oa [ 5
v2=0.8[_2'4+(1 08)[ ]:[204502
02 = [55994 ol [ 204502} B [g 223
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d) - Considerando as regras de atualizagdo do Apam comnn = 0.1, B = 0.9 ey = 0.999,
podemos calcular o valor de 6.

Primeiro, calculamos 6; para a iteragdo t = 1:

Momento (m1):

0
0

0

: woal5]=[05]

my = Bmo + (1= B)Ve,J =0.9| | +(1-0.9) [‘52] =

Termo normalizador (v7):

0

b1 =y + (1) (Vo) = 0.999 | 0| + (1-0.999) [(—522)2] _ [8} +0.001 [245] = [8'833}

Correcdo de viés (bias correction):

~0.2]
. m _[0-5 _ |2
M= T 1-09 ‘[5]
[0.004'
o 0.025| [4
T 1,1 T 120999 [25]

Atualizacéo de 61:

A -2
mi 5 va 5 -1 51
/_U1 te 10 7= 10 1 9.9

Agora, calculamos 65 para a iteragéo t = 2:

Momento (ms):

-0.2 -0.18

ma = pmy + (1 - B)Ve,J =0.9 [ 0.5 } +(1-0.9) [_81] = [ 0.45 ] +0.1 [ 81] = [‘0-28]

1.25

Termo normalizador (v3):

0.004

~1)2] _ [0.003996 1] _[0.004996
vy = yu1+(1-y)(Vo,J)* = 0.999 [0'025 () ] =[ }*0-001[ ] = [0.088975]

+(1-0.999) [ g2 0.024975 64

Correcdo de viés (bias correction):

[—0.28} [—0.28]
., omg [125] [125] 1-1.47368
T 1-p2 1-092 019 | 6.57895

[0.004996] [0.004996}
. vy [0.088975 0.088975 2.49925

2T 1052712009992 T 0.001999 [44.50975]

~
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34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

Atualizacéo de 05:

A -1.4736
6y =6, -2 _ l5-1] 01| o | [5.1] o [_0.9322] _ [5.1932]
Vos+e 199 2|7 ]9.9 0.9869 | ~ [9.8013

Portanto, o valor de 6, ao seguir a regra de atualizacdo do Apawm é:

5.193

02 % [9.801

e. A softmax normaliza os logits para que as saidas sejam positivas e somem 1, produzindo
uma distribuicao de probabilidade sobre classes mutuamente exclusivas, que € o que o problema
multiclasse exige. As demais ativacdes produzem valores por unidade sem a restricdo de somarem
1, entdo ndo formam uma distribuicdo sobre as classes.

b. No problema multilabel cada classe é uma decisdo bindria independente, entdo cada saida
precisa de uma probabilidade prépria em [0, 1], o que a sigmoid fornece. A softmax (e) forcaria
as classes a competir entre si, pois as probabilidades somariam 1, o que impede muiltiplas classes
simultaneas.

b, g. Sigmoid em cada unidade de saida fornece probabilidades independentes por classe, e a
Binary Cross Entropy avalia cada uma dessas decisdes binarias separadamente. A combinacao
softmax + Categorical Cross Entropy seria a escolha para o caso multiclasse com classes mutuamente
exclusivas, que néo é o cendrio do enunciado.

a, c. Tanh e sigmoid saturam para entradas de magnitude grande e tém derivadas menores que 1
(a da sigmoid vale no maximo 0.25); no backpropagation essas derivadas se multiplicam camada
apds camada e o gradiente encolhe exponencialmente. A ReLU (b) tem derivada 1 na regido ativa,
e o batch normalization (d) é uma técnica que combate o problema em vez de causa-lo.

a, d. Na regido ativa (x > 0) a derivada da ReLU ¢ constante igual a 1, entdo ela ndo satura como
a sigmoid e minimiza o vanishing gradient (a). Ela é continua em todo o dominio, mas néo é
diferenciavel em x = 0, onde as derivadas laterais diferem (d), o que exclui (b) e (c).

d. A ReLU é uma funcao ndo linear aplicada as pré-ativagoes, e é isso que impede a rede de
colapsar em um modelo linear. Convolugdes (a) sdo operacdes lineares, e taxa de aprendizado
(b), embaralhamento dos dados (c) e regularizacdo (e) afetam o treinamento, ndo a classe de
funcoes que a rede consegue representar.

(@) Uma tnica unidade € suficiente. A funcéo alvo é linear nos atributos, e um neur6énio computa
exatamente uma combinacdo linear das entradas mais um viés: basta fazer 6; = 10000,
65 = 50000 e 8y = 3500.

(b) A ativacdo linear (identidade). O problema é de regressao e a saida deve poder assumir
qualquer valor real; uma ativacdo nao linear na saida restringiria ou distorceria a imagem da
funcdo modelada.

Exemplos de caracteristicas desejaveis (citar e explicar duas): ser nao linear, pois € o que permite
que a composicao de camadas represente funcées que um modelo linear ndo representa; ser
diferenciavel (ou quase em todo ponto), pois o treinamento depende da propagacao de gradientes;
ndo saturar em grande parte do dominio, pois derivadas préximas de zero causam vanishing
gradient; ter baixo custo computacional, pois a ativacdo é avaliada em todas as unidades a cada
forward e backward.
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42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

5I)

Porque sem néo linearidade entre as camadas a composicao de transformacoes lineares colapsa em
uma tnica transformacéo linear (6®) (01 x) = (6/2)6(1))X). Nesse caso a rede, por mais profunda
que seja, teria o mesmo poder de representacdo de um modelo linear. As ativacdes nao lineares
quebram essa equivaléncia e permitem aproximar fun¢des complexas.

a)
o, x <0,

,X:
¢(x) I, x>0

b) @' (x) = @(x)(1 - p(x))

Q)
aS; _|Si(1-8), i=],
ax; -8, i #].

Forma compacta: a—l = S; (8i; — Sj), onde &;; € o delta de Kronecker.
<
J
Adicionar néo linearidades. Sem elas, a composicdo das camadas colapsaria em uma tnica
transformacao linear e a profundidade nédo acrescentaria poder de representacdo; com ativacoes
ndo lineares nas camadas ocultas, cada camada pode compor fun¢des progressivamente mais
complexas.

Ajustar a saida da rede neural a imagem da funcdo modelada: a ativacdo da tltima camada mapeia
as pré-ativacoes para o dominio que a tarefa exige, como [0, 1] com a sigmoid para probabilidade
bindria, uma distribuicdo que soma 1 com a softmax no caso multiclasse, ou os reais com a ativacéo
linear em regressao. Essa escolha também casa a saida com a funcao de custo correspondente.

a) 2(y -y)

b) }% (esta é aLgcp/dy, ndo dLpcp/d0; ao multiplicar pela derivada da sigmoid j(1 — §) e por X, simplifica

para X' (J - y))

Aplicando o logaritmo negativo a verossimilhanca da Gaussiana com p = y@: —In Pr(y |y ®, 0?) =
() _p(0))2 o ~ . ~ L
%ln(ZymZ) + % O primeiro termo e o fator # nao dependem de y, entdo maximizar a
o . o NEAN)
verossimilhanca equivale a minimizar Ly = }; (y(l) - ym) .

Aplicando o logaritmo negativo & verossimilhanca da Bernoulli com A = : —In [(1- 7)) 7] =
—yIn(y) = (1 -y)In(1 - ) = Lpce.

v —Y.cos(y® —f(x®,0)) (aNLLé- ¥, InPr(y® | u, k). O denominador 2z - Bessely [k] e 0 k ndo dependem
de 1 = f(x¥,0), entdo caem como constantes; sobra apenas o termo —k Y; cos(y) — f(x,0)), que com k fixo é
proporcional ao apresentado)

Zf:l (f[x®,0] = yDIn(f[x®,0])) (aNLL de cada observacfio é —InPr(y?) = =y InA + A + In(yD1);
com A = f[x®, 0], o termo In(y¥1) ndo depende de 0 e cai como constante, restando a soma apresentada)

c. Com todos os pesos iguais, todas as unidades de uma mesma camada computam a mesma
pré-ativacdo e a mesma saida; no backward, recebem gradientes idénticos e sdo atualizadas de
forma idéntica. A simetria nunca é quebrada e a camada se comporta como se tivesse uma tnica
unidade. Note que os gradientes nao sao nulos (a): o problema nao é auséncia de atualizacao, e
sim atualizacdo idéntica em todas as unidades.
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52)

53)

54)

55)

56)

57)

58)

59)

b. Pesos com varidncia grande produzem pré-ativacoes de magnitude grande, que colocam a
sigmoid nas regides saturadas onde a derivada € praticamente zero; no backpropagation isso
dissipa o gradiente antes de chegar as camadas iniciais. Unidades mortas (a) sdo um fenomeno da
ReLU, ndo da sigmoid, e (c) descreve o cendrio oposto, de o pequeno demais.

Vanishing Gradient: a sigmoid satura para entradas de magnitude grande e sua derivada vale no
maximo 0.25; ao multiplicar essas derivadas através das camadas no backpropagation, o gradiente
encolhe exponencialmente e as primeiras camadas praticamente param de aprender.

Unidades mortas (dead units): se os pesos e o bias de uma unidade a levam a produzir pré-ativagao
negativa para todas as entradas do conjunto, a saida da ReLU € sempre zero e sua derivada
também; o gradiente que passa pela unidade é nulo e ela nunca mais é atualizada.

Inicializar os pesos da rede neural de modo que nao ocorra explosdao nem dissipacdo de gradiente.
A ideia central é escolher a variancia dos pesos de forma que a variancia das pré-ativacoes (e, por
consequéncia, dos gradientes) se preserve de camada para camada: a He usa o2 = 2/n!"1) para
compensar o fator § que a ReLU introduz no segundo momento, e a Xavier usa o2 = 1/n!""1) para
ativagbes aproximadamente lineares perto da origem, como a tanh.

Pela definicdo da ReLU,
E[ReLU(a)?] = / max(0, a)? p(a) da = / a® p(a) da.
—o0 0

Pela simetria de p em torno de zero, /_Ooo a®p(a)da = [ a® p(a) da, entho E[a®] =2 [~ a® p(a) da.
_ 21 — 2 21 _ Eld®] _ o2
Como E[a] =0, temos E[a“] = Var[a] = 0, e portanto E[ReLU(a)*] = % = 5.
a) Pela linearidade da esperanca, E[zl.(l)] = E[bl.(l)] + ZjE[Gl.(jl) cp(z](.l_l))]. O bias ¢ inicializado
em zero e, pela independéncia entre pesos e ativacoes, cada termo do somatoério fatora em
1 -1 -1 l
E[0;)1 E[@(\")] =0 E[p(z{' V)] = 0. Logo E[3,"] = 0.
b) Como E[zl.(l) ] = 0, vale 03(1) = E [(zl.(l))z]. Ao expandir o quadrado do somatdrio, os ter-

mos cruzados desaparecem pela independéncia dos pesos e por E[6] = 0, restando 05«) =

ZjE[(Gi(jl))z] E[(p(z;l_l))z] =03 ZjE[cp(zJ(.l_D)z]. Pelo exercicio anterior, E[ReLU(z!'"")2] =

j
2 (1-1) 113 r 2 _nD o 9
0%,.1,/2 para cada uma das n unidades, o que dd 0%, = "5— 0507,

A e (-1
¢) Impondo ‘ff(z) = af(H) na recorréncia, a constante multiplicativa deve valer 1: ~— 02 =1, ou

seja, 07 = n(lz—fl), que € a inicializacao He.

- PP 2] o 42 1
d) Com ¢(2) ~ z, 0 segundo momento da ativacdo passa a ser E[p(2)“] ~ 0%-1), SEM O fator 5 da
ReLU. A recorréncia vira 0%, =n'"1 62 o?

“ e a condi¢do de preservacao da og = ﬁ, que é
a inicializagao Xavier.

a, b. Basta substituir na férmula: com a = 1 o termo one-hot é anulado e sobra % em todas as
classes, o alvo uniforme (a); com a = 0 a férmula devolve o alvo one-hot original, sem nenhuma
suavizacao (b), o que também mostra que (d) estd invertida. O valor de « (c) é um hiperparametro
de intensidade da suavizacdo, ndo uma funcao da quantidade de observagdes do conjunto.

b. A penalidade L1 empurra componentes pequenos até exatamente zero (os vértices do losango
da bola L1 ficam sobre os eixos), induzindo esparsidade; a L2 encolhe as magnitudes sem zera-las,
o que exclui (a). Na visdo probabilistica, L1 corresponde a um prior laplaciano e L2 ao gaussiano,
o que exclui (c); e ambas diminuem a magnitude dos pesos, o contrdrio de (d).
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60)

61)
62)

63)

c. Durante o treino cada unidade fica ativa com probabilidade 1 — p, entdo a magnitude esperada
das ativacOes que as camadas seguintes aprenderam a receber é (1 — p) vezes a magnitude sem
dropout. Com todas as unidades ativas na inferéncia, multiplicar as ativacoes por (1 — p) restaura
essa escala. Multiplicar por p (a) corrige na direcdo errada, e (b) ignora que o dropout altera a
escala do préprio forward.

O+1) = (1 = 2n4)6; —nVeJ, onde A € a constante de regularizagéo L2.

a) Como a mascara é independente do valor da ativacdo e E[m] = 1 — p, temos E[m-a] = E[m] a =
(1 - p) a. Em inferéncia a unidade esta sempre ativa e produz a, ou seja, uma magnitude ﬁ
vezes maior do que a magnitude esperada que as camadas seguintes viram durante o treino.

b) Rescaling deterministico: multiplicar as ativa¢des por (1 — p) na inferéncia, trazendo a escala
de teste para a escala esperada do treino. Inverted dropout: dividir as ativacées por (1 — p) ja
durante o treino, de modo que a magnitude esperada fique igual a de inferéncia e nenhum
ajuste seja necessdrio ao testar; é o padrdo em PyTorch e Keras.

O early stopping monitora o desempenho da rede em um conjunto de validacdo ao longo do
treinamento e interrompe o processo antes que a loss de validagdo volte a subir, ainda que a loss
de treino continue caindo. O hiperparametro patience define quantas iteracoes sem melhoria na
validacdo sao toleradas antes de parar, evitando interromper o treino por flutuacoes passageiras.
O efeito é andlogo ao da regularizagdo L2 porque, ao limitar o numero de atualizacoes, os pesos
ndo tém tempo de crescer indiscriminadamente e permanecem com magnitude contida, assim
como o weight decay os mantém proximos da origem. O beneficio adicional é a economia de tempo
de computacao, ja que o treinamento termina mais cedo.
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