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Visao Geral

1. Autoencoders
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Autoencoders

Um autoencoder é uma rede neural treinada na tarefa de reconstrucao da prépria
entrada.

® Uma das primeiras formas de aprendizado auto-supervisionado / ndo
supervisionado.

® Aideia é criar uma representacao util das instancias de interesse na etapa
intermedidria (gargalo).

Objetivo

arggt;lin J(X, f(g(X,9),0))

onde g é o encoder (pardmetros ¢) e f é o decoder (parametros 0).

4/44



Autoencoders — Pipeline

Original
input

Encoder |=> E = | Decoder

Compressed
representation

Reconstructed
input

® Encoder g reduz a entrada a uma representacdo compacta (o latente).

® Decoder f tenta reconstruir a entrada original a partir do latente.

5/44



Autoencoders — Regularizacao

¢ E importante que o autoencoder tenha regularizacao para evitar solucoes triviais.
® Se nao houver um gargalo, o autoencoder pode simplesmente copiar a imagem.

® Se houver unidades suficientes no vetor latente, é possivel indexar as imagens
originais (memorizacao).

Formas comuns de regularizacao

e Bottleneck: dimensdo latente <« dimensao da entrada.
* Ruido na entrada (denoising AE).

¢ Esparsidade na ativacdo do latente.
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Denoising Autoencoders’

® Alguns autoencoders sdo treinados
com o objetivo de remover ruido Corruptional
. N . H t
das instincias de entrada. Random inpy

noise
® Tipicamente o noise segue uma:
¢ distribuicdo normal (ruido Decoder
aditivo);
e distribuicdo de Bernoulli (ruido
A

multiplicativo que invalida algumas Input

features). Reconstruction

® A reconstrucdo é avaliada contra a
entrada original (sem ruido).

Lpascal Vincent et al. “Extracting and Composing Robust Features with Denoising Autoencoders”. Em: ICML. 2008, pp. 1096-1103.
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Aplicacao: Colorizacao

¢ Entrada: imagem P&B (1 canal). Saida: a
mesma imagem em cores (3 canais RGB). P&B P Enc. -> Dec. Y Color

e FEncoder comprime a cena em uma
representacdo semantica; decoder gera as
cores plausiveis.

® Perda: MSE no espaco de cor (RGB, ou Lab
comparando apenas os canais a, b).

Esquema: 1 canal — representacdo — 3 canais.

® Variacdo comum: U-Net convolucional com
skip connections para preservar bordas.

Problema mal-posto: vérias coloragdes sdo plausiveis. MSE bésico tende a cores desaturadas (média entre opcdes); variantes probabilisticas (VAE, GAN,
difusdo) geram cores mais vividas.
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Aplicacao: Deteccao de Anomalias

threshold

normal

e Instincias normais reconstroem bem
(erro baixo); anomalias reconstroem
mal (erro alto).

an6malo

densidade

e Score de anomalia:

s(x) = llx = f(g(x, 4), 0]

® Um threshold sobre s(x) separa as duas

classes. .
Por que funciona?

¢ Casos tipicos: fra m transaco
C SO_S P 0s R Ude e . sac gs, O AE s6 aprendeu a distribuicdo dos dados de treino, ele
defeitos industriais (visual inspection), néo tem como reconstruir o que nunca viu.
intrusdo em redes, monitoramento de
equipamentos.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
[}
1

erro de reconstrucao s(x)
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Visao Geral

2. Variational Autoencoders

10/44



Por que o autoencoder comum nao gera?

Para gerar bastaria amostrar um cédigo z e decodifica-lo. No AE deterministico isso

falha:
® O encoder envia cada x a um ponto z, mas AE: buracos
ndo controla a distribui¢do dos cddigos. . %
¢ O latente fica com buracos (regides sem .
dado) e aglomerados irregulares. e o0

e Sem uma p(z) conhecida de onde amostrar,
um gz aleatdrio cai num buraco — decoder
gera lixo.

A ideia do VAE

VAE: N(0,1)

Forcar o encoder a mapear os dados a uma distribuicdo continua e conhecida

(gaussiana): entdo z ~ N(0, ) decodificado gera dados novos plausiveis.
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Variational Autoencoders?

e Sao modelos geradores probabilisticos cujo objetivo é aprender uma distribuicao
p(x) sobre os dados.
e E um modelo nio linear de variavel latente.

® Depois do treinamento podemos usar apenas o decoder (amostragem) ou apenas o
encoder (inferéncia).

Panorama
O VAE ¢ a fusao de duas ideias:
® Autoencoder: arquitetura encoder/decoder.

¢ Inferéncia variacional: aproximar a verossimilhanca intratavel via um limite
inferior (ELBO).

Préximo slide: arquitetura completa, para servir de mapa ao longo da matematica.

2Diederik P. Kingma e Max Welling. “Auto-Encoding Variational Bayes”. Em: ICLR. 2014.
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Arquitetura VAE — Panorama

® Encoder g|x, ¢] recebe x e
produz pu(x), Z(x).

¢ Definimos
q(z | x,¢) = N(p, ¥).

e Amostramos z* ~ q(z | x, ¢).

® Decoder f[z*,0] gera os
parametros de p(x | 2%, 0).

® Perda: —ELBO = reconstrucdo
+ KL.

x glx, ¢]

entrada
encoder

‘ o B
| variacional ~ prior

Il fungio de perda '

1Dxzlg(= | x,¢) [ p()]' ! ELBO[O, ] |
Prala(z x#) [p()1,  FLEOLO 91
|
|
|
wE N3 amostra .
— q(z | x,¢) — fl=",6]
posterior aprox. amostra
decoder

Adaptado de Prince (2023), Fig. 17.9.

:dado deve ter prob. alta :
, logp(x | 2*,0)

— p(x|2",0)

verossimilhanca

Use como mapa

Toda a matematica a seguir refere-se a esses mesmos blocos.
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Modelos de variaveis latentes

® Abordagem indireta para modelar uma distribuicdo p(x) sobre uma variavel
multidimensional x.

e Marginalizacdo de uma probabilidade conjunta p(x, 2):

p(x) = / p(x, 2) dz = / p(x | 2) p(z) dz

Motivacao

Distribui¢bes relativamente simples p(x | z) e p(z) podem, por marginalizacdo, definir
distribuicoes p(x) complexas.
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Exemplo: Mistura de Gaussianas 1D

e z ¢ uma variavel latente discreta,

com distribuigéo a priori categdrica:

p(z =n) =A,.
® A verossimilhanca segue uma
normal: p(x | z =n) = N(t1,, 02).
® A distribuicdo marginal:

p(x) = > Aa N(ptn, 07).

=An

p(2)
-

1 2 3
z (componente)

p(x)

O prior discreto p(z) pesa cada componente, e a marginal
p(x) é a soma ponderada das gaussianas (tracejadas).
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Modelos nao lineares de variaveis latentes

Tanto z quanto x sdo continuos e multivariados.

f(2,0)
e Prior normal padréo: p(z) = N;(0,1).
® Verossimilhanca gaussiana com média nao
linear f(z, @) e covariancia esférica: p(z) =N(O.D) p(x19)
Funcdo f nao linear transforma uma gaussiana
p( X | Z, 9) = Nx ( f ( z, 9), 0'21) . simples em uma distribuigfio arbitrariamente

complexa.

e Marginal:

p(x]6) = / p(x | %,6) p(z) dz.

¢ Integrando gaussiano, mas f néo linear =
integral sem forma fechada.
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Gerando novas instancias x*

Usamos amostragem ancestral:

1. Amostrar um latente z* de p(z2)
(prior).

2. Passar z* pela rede f(z*, 0) para
obter a média da verossimilhanca
p(x | z%,0).

3. Amostrar x* de p(x | 2%, 0).

Arede f(z,0) é exatamente o decoder da arquitetura.

espaco latente z espaco de dados x

I3 X
[}
decoder p=f(z*,0)
1. 2"~ p(2) 2. 3. x"~p(x]2%0)

Amostramos z* do prior, decodificamos com f(z,0) e
amostramos x* da verossimilhanga.
Na pratica, costuma-se usar a média f(z*, 0) diretamente,
sem somar o ruido ¢°I.
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Visao Geral

3. Treinamento e ELBO
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Treinamento — O problema

Maximizar a log-verossimilhanga direta é inviavel:

2]

0 = argmax li / N, (f(z, 0), 021) N;(0,1) dz]
i=1

¢ Integral sem forma fechada, pois f é ndo linear.

e Monte Carlo direto p(x) ~ %Zk p(x | z¢) com zx ~ p(z) também falha: para um x
especifico, z amostrado do prior quase nunca explica x, entdo p(x | z) é mintsculo
na enorme maioria das amostras.

Estratégia

Maximizamos um limite inferior da log-verossimilhanca, usando uma proposta
inteligente para amostrar z.
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Por que precisamos de um encoder?

Ideia: ao invés de amostrar z do prior, sortear z de uma distribui¢do que concentra
massa onde z explica x.

® Essa distribuicdo ideal é a posterior p(z | x), mas ela também é intratdvel.
® Solucdo: aproximamos com uma proposta parametrizada
q(z | x,¢) ~ p(z | x),

implementada por uma segunda rede com parametros ¢.
® Essa rede é o encoder do VAE: para cada x, produz uma distribuicao sobre z.

O que ganhamos

Com q no lugar de p(z), podemos derivar um limite inferior (ELBO) que ¢ apertado
quando q aproxima bem a posterior, vamos ver isso a seguir.
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Amostrar do prior é ineficiente

® (Cinza: amostras do prior p(z). A massa fica

, s espalhada por todo o espaco latente.
’

Verde: as raras amostras que caem onde z realmente
explica x, isto é, onde p(x | z) é alto.
4 ° ° '

Acertar essa regido por sorteio do prior exige um
nimero enorme de amostras: p(z) é pouco
informativo sobre um x especifico.

\ . / Solucdo
\ [ ] 7

A proposta q(z | x, ¢) ja concentra a massa nessa regido.
\ ° ’
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Desigualdade de Jensen

Para qualquer funcdo concava

g():
g(E[x]) = E[g(x)]

Caso da funcéo log (com
logY ~ N(u,02)):

log(E[Y]) = E[logY]

Aqui 1 =0, 6 = 1, entfio a folga 02/2 = 0.5.

densidade

logY ~ Normal

logE[Y] =0.5

Y ~ Log-normal

E[Y] ~ 1.65

densidade

logy

A cauda da log-normal puxa a média aritmética E[Y ] a direita da

geométrica

y

; logo log E[Y] > E[logY].
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De onde vem o ELBQO?

O nome ELBO (Evidence Lower BOund) é herdado de inferéncia variacional.

¢ Evidéncia: na linguagem bayesiana, p(x | 8) = f p(x,z]|0)dz éa
verossimilhanca marginal, a “evidéncia” que os dados ddo sobre o modelo.

¢ Limite inferior: como a integral é intratdvel, construimos uma func¢édo L[, ¢] tal
que logp(x | ) > L][6, ¢], e maximizamos L no lugar de log p(x).

Ingrediente que falta

Importance sampling: para qualquer g com suporte sobre z,
p(x | 0) =E,q[p(x,z|0)/q(z)]. O préximo slide combina esse passo com Jensen para
obter o limite inferior.
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Limite Inferior — Derivacao

Reescrevemos a integral como uma esperanca sob ¢ e aplicamos Jensen na concavidade do log:

logp(x | 0) = log[/ p(x,z|0) dz— marginal
= log[ / q(2) W dz] multiplica e divide por q(z)
= log([EZNq [W ) integral ponderada por q = esperanga
> E, [log W] Jensen (log céncavo)
= / q(2) log(%) dz de volta & forma integral

ELBO

0 q(z) externo é a medida da esperanga, permanece como peso; apenas o q(z) do denominador entra no log. Esse limite é o evidence lower bound; na pratica
q é parametrizado: q(z | x, ¢).
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Limite Inferior — Conexao com a posterior

A partir daqui escrevemos g como q(z | x, ¢) (0 encoder condiciona em x). Aplicando a regra
do produto p(x,z | 8) = p(z | x,0) p(x | 8) no ELBO:

ELBO[6, ¢] = E, |log 25219 definicio
= [, [log %] regra do produto
=[Eq[logp(x | 8)] + Eq [log %] separa o log
=logp(x | 0) - E,4 [log Z(élli’fg; log p(x) sai da E; troca o sinal

=logp(x | 6) - Dxilq(z | x,¢) || p(z | x,0)] definigdo de KL

Rearranjando

log p(x | 8) =ELBO[0, ¢] + Dxr[q(z | x,¢) || p(z | x,0)], a identidade exata do préximo slide.
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ELBO - A identidade mestre

Da derivacdo anterior, chega-se a identidade exata:

ELBO[6,¢]

log p(x | 6) = / q(z | x,¢) log B2 dz + Dy lq(z | x,¢) I p(z | x,6)]

>0

® O gap entre log p(x) e o ELBO € exatamente a KL entre g e a posterior verdadeira.

® Bound apertado < q(z | x,¢) = p(z | x, 0).

® Maximizar o ELBO faz duas coisas ao mesmo tempo: sobe log p(x) (aprende o

modelo) e aperta q contra a posterior (aprende o encoder).
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ELBO - Reorganizando

ELBO[6, ¢] = / a(z | x, d) log(p(x’z | 9)) dz

q(z [ x,$)

Aplicando p(x, z) = p(x | 2) p(z) e separando a razdo:

3 p(x | 2,0) p(z)
‘/q(z'x’("“"g( EIERD) )dz

= / q(z | x,¢) log p(x | 2,0) dz — Dk, [q(z | x, ) || p(2)]
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ELBO - Interpretacao

ELBO[6, ¢] =/q(z | x,¢)log p(x | z,6) dz —Dki[q(z | x, ) || p(2)]

] Regularizacdo do latente
Reconstruction Loss

® Primeiro termo: log-verossimilhanca esperada da reconstrucgéo, sob z
amostrados do encoder. Também chamado de reconstruction loss.

¢ Segundo termo: avalia qudo perto a distribuicdo auxiliar q(z | x, ¢) estd do prior
p(2).

O ELBO ¢é maximizado (é um limite inferior da log-verossimilhanca); a funcio de
custo treinada é —ELBO, minimizada.
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Termo de reconstrucao = MSE (caso gaussiano)

Para p(x | z,0) = N(f(z,0), 2I):

log p(x | 2,0) = ~5 log(2710%) = 35 |Ix = f(2,0)|1?

= — 555 |lx = f(z,0)||” + const

Ponte com o AE classico

Maximizar log p(x | z,0) é exatamente minimizar o erro quadratico ||x — f(z, 8)||?. O
ELBO se decompde em

—ELBO = 35E[llx - f(z,0)I1] + Dx1lq(z | x, ¢) || p(z)] +const.

202

reconstrucéo (MSE) regularizagdo
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KL entre gaussianas (1/2) — Partindo da definicao

A KL entre duas distribui¢des quaisquer é:

Diclallp] = / a(z) log(%) dz = E,[log q(2)] — E, [log p(2)]
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KL entre gaussianas (1/2) — Partindo da definicao

A KL entre duas distribui¢des quaisquer é:

@ = [E4[logq(z)] — E4[log p(2)]

Para q(z|x, ¢) = N(u, %) e p(z) = N(0,1), o log de cada densidade gaussiana é uma

DKL[qnp]:/ a(z) log(q( )) :

forma quadratica:
logp(z) =-% D= Jog(2r) —

log q(z) = —% log(2x) — 3 log %] - z(z - u)TZ’l(Z — 1)

Os termos — DZ—Z log(27) cancelam. No préximo slide usamos a identidade Eq[2z7 | == + pupu" (definicdo de covaridncia: T = Eq[zz" | — pp™).
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KL entre gaussianas (2/2) — Forma fechada

Tomando esperancas sob g (usando Eq[z] =p e Eg[zz"] =S+ ppu'):
Eq[-32"2] = —3(Tr[Z] + n"h)
Ey[-3G- )= - w)] = -4 D

Substituindo na definicdo da KL:

Dit[N(1,Z) [N(O,D] = 3| Tr[E] + w'pw - D; -
—— N—— N——"
dispersdo  desvio da origem ~ norm

logdet®
[
volume
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Exemplo Numérico: Calculando o Termo KL

Imagine um VAE treinado em MNIST com latente 2D. Para a imagem de um “7” especifico, o encoder produz uma distribuicdo q(z | x, ¢) = N(p, £) sobre o
latente, compacta o suficiente para “codificar 77, mas com alguma incerteza para suavizar o espaco. O termo KL mede qudo longe essa distribuicao estd do
prior N(0,1).

Encoder produz p = (0.5, —0.8) e & = diag(0.25, 1.5) (latente 2D, D, = 2).

Calculando cada termo:

Tr[z] =0.25 + 1.5 = 1.75

p'p=0.25+0.64 =0.89 Dy, = 3(1.75 + 0.89 — 2 + 0.981)
logdetx =10g(0.25) +log(1.5) = 1(1.621) ~ 0.81
~ —1.386 + 0.405

Os dois termos que dominam:

pu'u =0.89 (desvio da origem) e
—logdetx = +0.98 (varidncia pequena
02 = 0.25 é penalizada para evitar
colapso).

=-0.981
D,=2
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VAE - Aproximacao por Monte Carlo

O primeiro termo do ELBO ainda é uma integral intratdvel. Porém, como é uma
esperanca, podemos aproxima-lo por Monte Carlo:

/ a(z | x,) log p(x | 2,8) dz ~ log p(x | 2°,8), z* ~q(z | x, )

ELBO aproximado

ELBO(6, ¢] ~ log p(x | 2", 0) — Dx1[q(z | x, ¢) | p(2)]
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4. Reparametrization Trick
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Reparametrization Trick

e Como temos um termo estocastico no meio da rede neural (a amostragem
z* ~q(z | x, ¢)), é inviavel computar backpropagation diretamente.

® Solucdo: reparametrizar a saida do encoder de modo a tirar a amostragem do
caminho do gradiente:

2t =p+x2¢ e ~N(0,I)

Para = diagonal (caso usual), Z1/2¢* = 0 © ¢* (forma elemento a elemento).

Ideia chave

O ruido ¢* é amostrado fora da rede; u e & permanecem no caminho diferencidvel.
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Reparametrization Trick — Diagrama

"'gradiente flui até ¢> | "'gradiente flui até 0, |

I ruido amostrado fora da rede
'_Vla_p(_d)_?. _Z (_¢2 ! (deterministico em p1, %) | _ _v1_a f(f _9_) _ _'
| /

\ /
\ /

—_— A=

x = glx, ¢l —> p, V2 — g* =p+32e¢ —>| f[2",0] |> p(x | 2",0)

entrada saida do encoder verossimilhanga

encoder decoder

Adaptado de Prince (2023), Fig. 17.11.
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5. VAE em acao
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VAE em acao — Amostras e interpolacao

BOENEEEN 2(2(3(8/3/8/88/72
Ir;iterpolaqéoi transi(;?o suave entre dois .dl'gitos
7 -5 f‘ 4 O 3 confirma que o atenct)igtzl r(i;)ZIla%I:)l:lO e semanticamente

HEEINEREAnA

y|0]7[>l@[B|4|L

7|1719]3[2|4]0]&

EIEIFICIFIFARF]

Amostragem: z ~ p(z), depois x = f(z, 0). Resultado

reconhecivel mas borrado (limite inferior ndo é
apertado).
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Patologia: posterior collapse

Quando o decoder f é poderoso demais, —
ele consegue modelar x ignorando z.

TCao
® O termo KL pressiona q(z | x, ¢) — p(z2):
encoder colapsa para o prior. Latente vira
inutil.

Sintomas durante o treino:

® Dk — 0 época
® u(x) — 0, £(x) — I para todo x.

valor

KL cai a zero enquanto a reconstrucdo estagna: o
L4 Mitiga(;c")es: decoder ignora z.
¢ KL annealing: rampa do peso do KL de 0
al;
¢ Free bits: troca Dy por Y,; max (A, Dgp ;).
Cada dimensdo tem A nats “gratis” antes
do KL pressionar;
® reduzir capacidade do decoder.
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6. Panorama

40/ 44



Onde VAEs ficam no trilema?

¢ Amostragem rapida: v (1 forward do
decoder).

e Cobertura / diversidade: v
(maximizacdo do ELBO cobre toda a

distribuicdo).
. . . /_
* Qualidade visual: x (imagens
tipicamente borradas; o limite inferior
N

ndo é apertado).

Posicionamento

VAEs ocupam o canto velocidade + cobertura do trilema, ao lado dos Normalizing
Flows. Para qualidade, combine VAEs com modelos difusores, base da arquitetura
Latent Diffusion.
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Resumo

® Autoencoders: encoder g e decoder f reconstruindo a entrada; latente til para
representacao.

® Denoising AE: entrada corrompida; rede aprende a remover ruido.
® Aplicacdo de AE: deteccdo de anomalias via erro de reconstrucao.
® VAE: autoencoder probabilistico, latente é uma distribuicao q(z | x, ¢).

¢ Identidade mestre: log p(x) = ELBO + Dk [q||p(z | x)]; bound apertado quando q
aproxima a posterior.

® ELBO = reconstrucao — KL[q(z | x,¢)||p(z)] (logo —ELBO = reconstrucao + KL);
para p(x | z) gaussiana, reconstrucdo = MSE.

® Reparametrization trick permite backprop através da amostragem.

® Posterior collapse: KL — 0, latente vira inttil; mitigado com KL annealing ou free
bits.
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