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Visao Geral

1. Definicao e exemplo simples
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Por que pensar em grafo computacional?

® Backpropagation é a aplicacao repetida da regra da cadeia em uma fungéo
composta.

® Funcoes complicadas (uma rede profunda inteira) podem ser decompostas em
operacOes elementares.

® Representar essa decomposi¢do como um grafo torna explicito o caminho que
cada gradiente local precisa percorrer.

e Mesma estrutura permite ao computador fazer a derivada automaticamente,
ideia central de frameworks como PyTorch e JAX.
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e Um grafo computacional é um DAG (directed acyclic graph) em que:

® nodos-folha representam variaveis (entradas, parametros);
® nodos internos representam operacgoes elementares (soma, produto, exp, ReLU,

)5

® arestas indicam o fluxo de dados, das entradas em direcéo a saida final.
¢ Avaliar a funcdo é fazer um forward pass: percorrer o grafo em ordem topoldgica.

¢ Calcular gradientes em relacdo a cada folha é fazer um backward pass: percorrer
o grafo na ordem inversa, aplicando a regra da cadeia.
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Exemplo simples!: f(a,b,c) =(a+b)-c

Valores em preto (forward), gradientes em vermelho (backward).

lAndrej Karpathy, Fei-Fei Li e Justin Johnson. C$231n: Gonvolutional Neural Networks for Visual Recognition — Backpropagation, Intuitions.
https://cs231n.github.io/optimization-2/. Stanford University course notes. 2016.
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Exemplo simples!: f(a,b,c) =(a+b)-c
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Valores em preto (forward), gradientes em vermelho (backward).
Nodo x comuta valores: gradiente recebe o valor da outra entrada.
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Exemplo simples!: f(a,b,c) =(a+b)-c
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Valores em preto (forward), gradientes em vermelho (backward).
Nodo x comuta valores: gradiente recebe o valor da outra entrada. Nodo + distribui o gradiente igualmente.

lAndrej Karpathy, Fei-Fei Li e Justin Johnson. C$231n: Convolutional Neural Networks for Visual Recognition — Backpropagation, Intuitions.
https://cs231n.github.io/optimization-2/. Stanford University course notes. 2016.
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Visao Geral

2. Forward e backward genéricos
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Um nodo genérico no forward

&)
&)

® No forward, cada nodo recebe valores de entrada e calcula sua saida local.

@ z=f(x,y)

e As saidas alimentam os nodos seguintes na ordem topoldgica.
* No final do grafo temos o valor da fungao, tipicamente uma loss escalar L.
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O mesmo nodo no backward

aL B L 9z
ax 9z ox 2
L

0z

o _oL o
A% T 9z ay
g Cada aresta no sentido OpOStO carrega o gradiente upstream (?L/az.

¢ O nodo multiplica esse gradiente pela derivada local 9z/dx (regra da cadeia) e
envia para a aresta de entrada.

e Se uma variavel aparece em muiltiplos nodos, os gradientes que chegam nela sdo
somados.
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Padroes comuns de nodos

e Soma (+): distribuidor, copia o gradiente
upstream para todas as entradas. g @
® Produto (x): comutador, multiplica o

. b &
gradiente pelo valor da outra entrada. g
e Maximo (max): roteador, envia o gradiente
inteiro para a entrada que venceu, zero para as a
demais. gb @
e Copia (uma variavel usada duas vezes): b g
somador no backward, soma os gradientes que ga

chegam.
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Visao Geral

3. Exemplo: regressao logistica
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Outro exemplo: regressao logistica

Considere a funcao

1

f(0,x) = 1+ eXp(—(90 +01x1 + 92X2)) .

Composicdo de nodos elementares: combinacdo afim, x(-1), exp, +1, 1/u.

Vamos avaliar para 6y = -3, 01 = -2, 62 =1, x; = -1, x3 = -2, depois rodar o
backward.

No fim, observaremos que vérios nodos podem ser agrupados em uma tnica
operagao sigmoide.
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Grafo da regressao logistica
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Valores em preto (forward), gradientes em vermelho (backward).
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Grafo da regressao logistica
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Valores em preto (forward), gradientes em vermelho (backward).

@

13724



Grafo da regressao logistica
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Valores em preto (forward), gradientes em vermelho (backward).
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Grafo da regressao logistica

Valores em preto (forward), gradientes em vermelho (backward).
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Agrupando nodos: a sigmoide

® A sequéncia x—-1 —» exp — +1 — 1/u
implementa o(z) =1/(1 +e7?).
e Sua derivada tem forma fechada:

o' (2) = 0(2) (1 - 0(2)). @ @ o(2)

® Substituir os 4 nodos por um Unico nodo o(1-0) - g g
sigmoide Slmphﬁca 0 grafo} evita Forward entrega o(z); backward multiplica o gradiente upstream por
. J ;. o(1-0).
instabilidades numéricas e cobra apenas
uma multiplicacdo no backward.

¢ Granularidade fina (flexivel) versus grossa
(eficiente) é uma decisdo recorrente em
frameworks de deep learning.
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Visao Geral

4. O MLP como grafo computacional
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Nodos vetorizados: produto de matrizes

® No MLP vetorizado, a pré-ativacdo de cada
camada é um produto de matrizes: Z = A07,
com A € RVN*% (entradas da camada),
0 € R%&*% (pesos) e Z € RN*4s,
® No backward, o gradiente upstream é @
G =dJ/3Z, com a mesma forma de Z: o

VA

GO — =G'A G

o
® Mesma regra do nodo X escalar: cada G

entrada recebe o gradiente multiplicado pela
outra entrada.

TA

e Confira as dimensodes: GO é N x d, (forma de
A)eGTA é d, xd, (forma de 0).
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Nodos vetorizados: ativacao elemento a elemento

® O nodo de ativacao aplica o em cada posicao
da matriz: A = 0(Z), e A tem a mesma forma
de Z.

® Como o nodo ndo mistura posi¢des, o
backward é a regra escalar aplicada elemento

a elemento:
o7 @ @ A

-7 =G0 (2) 0d(Z)y=A0(1-A) God(2) G
e © ¢é o produto de Hadamard (elemento a
elemento), o mesmo da aula de
backpropagation.
® Como no nodo sigmoide escalar, o’
reaproveita a saida A ja calculada no forward.
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Nodos vetorizados: funcao de custo

¢ O dltimo nodo compara a saida da rede com
o alvo e reduz tudo a um escalar (half SSE da
aula anterior):

o ()
J=§Z(yi—yi) —=V-Y §-

A

ay

® O backward comeca nesse escalar, com 1
dJ/aJ = 1; o gradiente devolvido tem a @
mesma forma de y (o fator % cancela o 2 da
derivada).
¢ y é dado do problema: nao € treinavel, entdo
nenhum gradiente é propagado para ele.
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O MLP da aula anterior como grafo computacional

* Mesma rede do exemplo vetorizado: 2 entradas, camada oculta com 3 unidades,
1 saida, sigmoide nas duas camadas, sem bias.
® Batch com 2 exemplos: cinco nodos encadeados computam

=33 (y - oloxo® )o@ "))

2x2 2x1

zM (2x3) AD (2% 3) z® (2x1) A® = (2x1) escalar

O R e G Mk

3><2 1><3
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MLP no grafo: forward pass




MLP no grafo: forward pass
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MLP no grafo: forward pass
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MLP no grafo: forward pass

0.5671 0.5720 0.4428
0.5548 0.5150 0.4354

®

70 2xoMT 40 2 g(z(D)

[07-0102]

O

[

0.
0.

6
8

]

20/24



MLP no grafo: forward pass
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MLP no grafo: forward pass

(63861 (3
® @

0.4283

d

027 0.29 ~0.23
0.5671 0.5720 0.4428 0.6055
62206 036 | [ 8:38% 02730 04453 34555 [5:8033]
matmul @ matmul @ loss J
05 0.2
[ 0('& :8%] [07-0.102]

20 2xoMT 40 2ozD) 2@ 2 aWe@T 54D = 4(z2))
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MLP no grafo: forward pass
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MLP no grafo: backward pass
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MLP no grafo: backward pass
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MLP no grafo: backward pass
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MLP no grafo: backward pass
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MLP no grafo: backward pass
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MLP no grafo: backward pass
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MLP no grafo: backward pass

X e y ndo sdo treindveis, entdo ndo precisam de gradiente. Os gradientes de 6D e 6(2) s50 0s mesmos calculados & méo na aula de backpropagation.
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Redes neurais sao implementadas como Grafos

® Podemos decompor funcées em nodos com forward e derivada local: nodos
escalares (+, X, exp, 1/u), o nodo sigmoide e os nodos vetorizados (matmul,
ativacao, loss).

¢ Todas as arquiteturas que veremos no curso sdo decompostas da mesma forma

® Se cada nodo conhece seu forward e sua derivada local, o backpropagation no
grafo computacional treina qualquer arquitetura, por mais complexa que pareca.
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Leituras Recomendadas

® Notas de aula CS231n, modulo Backpropagation, Intuitions: (Karpathy, Li e
Johnson, 2016), cs231n.github.io/optimization-2.

Survey de automatic differentiation: (Baydin et al., 2018).

Capitulo 7 de Simon J. D. Prince. Understanding Deep Learning. MIT Press, 2023.

PyTorch autograd: (Paszke et al., 2019) e documentacéo oficial em
pytorch.org/docs/stable/notes/autograd.
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