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Recap: nem toda ativacao preserva o gradiente

¢ Sigmoid e tanh saturam para |z|
grande, com derivada tendendo a

3 tanh
zero. o
e ReLU e variantes preservam gradiente 2
no lado positivo. 1 .
¢ A combinacfo inicializacido x 2 ) J 5 4
-1

ativacdo controla a magnitude do
sinal que se propaga em forward e em
backward.
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No inicio do treino, sé os pesos definem o sinal

* Antes da primeira atualizagdo, a rede néo foi ajustada aos dados.

* A magnitude das ativacdes em cada camada é determinada inteiramente pelos
pesos iniciais e pelas funcoes de ativagao.

® Se a magnitude das ativagdes crescer ou encolher exponencialmente camada apds
camada, o gradiente faz o mesmo.
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Vanishing e exploding gradients

¢ Vanishing gradient: gradientes encolhem a cada camada, camadas iniciais ndo
recebem sinal de aprendizagem.

¢ Exploding gradient: gradientes crescem a cada camada, atualiza¢des ficam
instaveis numericamente.

® Ambos os casos quebram a descida de gradiente.

® A inicializacdo certa mantém a variancia das pré-ativacdes aproximadamente
constante ao longo das camadas.
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Setup do estudo de caso

Dataset: MNIST, digitos manuscritos.

Arquitetura: MLP com 5 camadas, todas com
300 unidades tanh, saida softmax com 10
classes.

Tamanho do batch: 100 imagens.

Vamos olhar o histograma das ativacoes
ALl Al4l em cada camada oculta.

e
X
7
P
o
(
q
[
|
=

0 LN — N RN D

¢ P
40
D3
q ¥
\ 8
¢
40
7
9
2%

x =4l @ (100, 300) Q (100, 300) O (100, 300) O (100, 300) @ = Al

batch de 100 imagens 28 x 28 probabilidades das 10 classes
shape (100, 784) 300 unidades 300 unidades 300 unidades 300 unidades 10 unidades shape (100, 10)
o1l (300,784)  0121:(300,300)  0[3): (300,300) 614 (300,300) 0151 (10,300)
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Tentativa 1: 6 =0

AlL] Al2] A3] Al4]

e Pesos iniciais zerados.

¢ Toda unidade computa a
mesma pré-ativacao.

® Todas as ativagdes colapsam
em O.

e Por simetria, qualquer
atualizacdo afeta todas as
unidades igualmente: a rede
nunca quebra a simetria.

T T T T T T T T T T T
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Histogramas de Alll
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Tentativa 2: 6 ~ N(0,1)

Al1] Al2] A[3] Al4]

® Pesos com variancia 1.

® As pré-ativacoes de cada
camada explodem em
magnitude.

e A tanh satura em =+1.

® Em camadas internas, quase
todas as unidades estdo na
regido de derivada nula.

T T T T T T T T T T T
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Massa concentrada em +1: zona morta da tanh.
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Tentativa 3: 60 ~ U(-1,1)

Al1] Al2] A3] Al4]

* Variéincia o3 = 1/3, menor
que o caso anterior.

® Mesmo assim, as ativacoes
encolhem a cada camada.

e Em Al4 a distribuicfio ¢ uma
agulha em zero.

e Sintoma de vanishing em

forward. /\\
T T Lo A — =T T T T T T T
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Distribuicdo encolhe a cada camada.
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Precisamos calibrar og por camada

¢ Inicializacoes ad-hoc falham de formas opostas dependendo da escala.
e A escala certa depende do nimero de unidades de entrada de cada camada e da
funcao de ativagao utilizada.
¢ Visualizacdo interativa que motiva a derivacdo:
Demo interativo: Inicializagdo de Pesos
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https://lucaskup.github.io/deep-learning-course/weight-init/
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Definicao da pré-ativacao por camada

Cada exemplo é um vetor linha e o peso multiplica a entrada pela direita:

-1

)
2O = (p(zu—l)) (0T 4 p® — =04 Z cp(z](l‘”) 9i(]~l)
j=1

z(; pré-ativacio da camada I, vetor linha com n) componentes.

b®: bias, inicializado em O.

60U pesos, matriz de shape (n”, n=1), com Gi(].l) ~ N(0,02).
® (: ativacdo (tomamos ReLU como referéncia).

91.(1.1) independentes entre si e independentes de cp(z](l_l)). A distribuicao de z;l_l) é
simétrica em zero.
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Esperanca: separar bias do somatorio

Aplicando a linearidade da esperanca:

20-1)

BV = EBOT+E| Y o) o
=1

e Como inicializamos bl.(l) =0, E[bl.(l)] =0.
e Sobra a esperanca do somatdrio, que reescrevemos como soma das esperangas.
n(z 1
! I-1) p(
E[zV] = E[cp(z( el
j=1
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Esperanca: independéncia ¢ L 0

Como (p(z](.l_l)) ¢ independente de 91.(;),

Eloz"") 0| =Ele(z""")] E[6].

® Por construcao, 61.(;) ~ N(O, og), logo E[Oi(jl)] =0.

e O produto inteiro é zero, independentemente de ¢.
al=D

Elz"] = ) Elo(z])]-0=0.
j=1
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Resultado intermediario

Média das pré-ativacdes é zero

E[zl.(l)] =0 paratoda camada I.

e Vamos usar este resultado para calcular a varidncia em seguida.
e Como E[zl.(l)] =0, temos Var[zi(l)] = E[(zl.(l))z].
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Variancia: ponto de partida

02(1) =E[(Zi(l))2] _W

( X0 +Z¢(2(l 1>)9<1>) ]

e Como bl.(l) = 0, expandimos sem o termo do bias.

® Cross-terms entre pesos diferentes desaparecem por independéncia e E[6] = 0.
p-1)

03(1) = Z E[(p( - 1) ] E[ 9(1) ]
=1

Jj=
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Identificando og

Como Gi(;) ~ N(0,07) e E[6] =0:

[ 9(1) ] Var 9(.1)] = o(%.

Substituindo:
20-1) 2(-1)
_ (-1 _ 2 (1-1)
2= 2 Elol )2 B =02 3 E|els) V)]
j=1 j=1

e Falta calcular E[¢(2)?] para ¢ = ReLU.
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Para ReLU sobre z simétrica em zero

Vamos provar (préximo slide) que, se z é simétrica em zero com variincia o2,

RN

E[ReLU(2)?] = %

e ReLU corta os valores negativos, mantendo metade da massa.

® A simetria garante que a metade positiva tem o mesmo segundo momento da
distribuicao inteira, dividido por 2.
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2

Variancia da pré-ativacao em funcao de og e oy

Aplicando o resultado anterior, E[cp(zJ(l_l))z] = 03(14) /2 para toda unidade j:

-1 2
n —

2 _ 2 001 _n(l Y 2 2
0.0 = 0p E 5~ g %%y

j=1

Recorréncia para a variancia

2 = 2 2

0,0 = 2 90,0

(-1 . .
* Se a constante “— o2 for maior que 1, exploding.

¢ Se for menor que 1, vanishing. Queremos exatamente 1.
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Exercicio: segundo momento de RelLU

Enunciado
Seja a uma variavel aleatdria continua, simétrica em torno de E[a] = 0, com variancia
Var[a] = 0. Mostre que

0.2
E[ReLU(a)?] = o

® Lembre que ReLU(a) = max(0, a).
e Use E[a?] = Var[a] + (E[a])? = o°.
e Use a simetria de a em torno de zero.
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Solucado

Pela definicao de ReLU:
E[ReLU(a)?] =/ max(0, a)?p(a) da =/ a®p(a) da.
-0 0

Pela simetria de p em torno de zero, f_om a’p(a)da = [~ a’p(a) da. Logo,

0 co 2 2
E[d®] = 2/ pla)da = / a®p(a)da = E[;l ] = %.
0 0

E[ReLU(a)?] = ";
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Condicao: variancia igual a cada camada

Queremos ¢%, = ¢ ,_,, para todo . Da recorréncia,
2z 2z

- 2 2 - 2 1

2 _ _
O,u-n) =~ 3 090,01y = 3 0 =

He / Kaiming

2
n(=1)

2 _ (D) 2
o2 = o)) ~ N(0, =5 ).

¢ n(=1) ¢ o nimero de fan-in da camada (entradas).
e Padrdo de fato para ReLU e GELU.
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Origem da inicializacdo He!

® Apresentada em 2015 por Kaiming He et al. para redes muito profundas com
RelLU.

e Permitiu treinar redes com mais de 30 camadas convolucionais sem batch norm.
® Variante uniforme: 6 ~ U (—\/6/ n, \6/ n), que tem a mesma variancia 2/n.

1 Kaiming He et al. “Delving Deep into Rectifiers: Surpassing Human-Level Performance on ImageNet Classification”. Em: ICCV. 2015.
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Inicializacdo Xavier (Glorot)?

* Antes de He, Glorot e Bengio (2010) fizeram o mesmo argumento para tanh ao
redor de zero.

Para tanh, ¢(z) ~ z perto da origem, entfio E[¢(2)?] ~ o2 sem o fator 1/2.

Z

Isso leva a 02 = 1/n("1),

1

2
0p = ———
6 L0-1)

0y ~N(0, s ).

Padréo para sigmoid, tanh e softmax.

2Xavier Glorot e Yoshua Bengio. “Understanding the difficulty of training deep feedforward neural networks”. Em: AISTATS. 2010.
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Mesmo MLP, agora com inicializacao He

Al1] Al2] Al3] Al4]

® Histogramas das ativacoes
AL o Al4] ficam estaveis
ao longo das camadas.

A magnitude ndo cresce nem
encolhe, e a tanh nfo satura.

A rede consegue treinar.
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Comparacao visual das quatro inicializacoes

AlLl A2] Al3] Al4] Al Al2] ABB] Al4]
: L L S L e S I I S
6=0 6~ N(0,1)
AL A AlS] Al4] ALl ALZ] Al3) Af4]

KRN R LA T T LR A6 14 61

He: 6 ~ N(0,2/n)

D o
2
N
=
i
Ao
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O argumento simétrico para o gradiente

® O mesmo raciocinio aplicado a variancia dos gradientes em backward leva a uma
condicdo analoga.

* Em vez de n'") (fan-in), aparece n¥’ (fan-out): o2 =2/n®.

® Os dois lados nem sempre sdo compativeis (camadas com formas diferentes).
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Compromisso fan_avg

Glorot propds balancear forward e backward usando a média de n"1 e n®:

4
n(l_l) + n(l)

2
og =——— (Xavier) og =

D 10 (He, fan_avg)

¢ Conhecido como fan_avg em frameworks.
e Em camadas onde n!"1) =n(, recupera as férmulas originais.

A versdo He original (He et al. 2015) usa apenas fan_in (2/11“’1) ). A média fan_avg vem de Glorot/Xavier e é o default do Dense no Keras

(glorot_uniform); o PyTorch usa fan_in por padrdo (ver préximo slide).
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Qual inicializacao usar?

Ativacao principal

Inicializacdo recomendada Variancia o

2
0

ReLU, Leaky ReLU, ELU
GELU

Sigmoid, tanh

Softmax (saida)

He / Kaiming
He / Kaiming
Xavier / Glorot
Xavier / Glorot

2/n=1)
2/n=1)
1/n0-D)
1/n0-1)

e Bias sempre inicializado em O (ou em valor pequeno positivo para ReLU, evita

unidades mortas no inicio).
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Em PyTorch

He (Kaiming): torch.nn.init.kaiming normal_(tensor, mode='fan_in')

Xavier (Glorot): torch.nn.init.xavier_normal_(tensor)

Padrédo dos médulos nn.Linear e nn.Conv2d: Kaiming uniform com fan_in,
a = V5. Bom o suficiente na maioria dos casos.

e Para arquiteturas grandes (transformers, ResNet), inicializacoes especificas por
bloco (DeepNorm, MUP) podem dar resultados ainda melhores.
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Leituras Recomendadas

Capitulo 7 de Simon J. D. Prince. Understanding Deep Learning. MIT Press, 2023

Xavier (Glorot e Bengio, 2010): (Glorot e Bengio, 2010)
e Kaiming (He et al., 2015): (He et al., 2015)

® Visualizacfo interativa: lucaskup.github.io/deep-learning-course/weight-init
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https://lucaskup.github.io/deep-learning-course/weight-init/
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