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Conjunto de dados: MNIST 1D!

¢ Versao simplificada do MNIST, projetada
para experimentos rapidos com redes
neurais.

® Cada classe possui um template
unidimensional que sofre transformacoes
estocasticas.

¢ Pipeline de geracdo:

1.
2.

3.
4.

Templates para as 10 classes.

Distor¢Oes aleatdrias (translacdo, escala,
espelhamento).

Adicéo de ruido.

Subamostragem em 40 pontos.

® Repositoério:
github.com/greydanus/mnist1d.
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a) Templates, b) exemplos de treino, c) ruldo d) subamostragem em
40 pontos.
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1Sam Greydanus. “Scaling down deep learning”. Em: arXiv preprint arXiv:2011.14439 (2020).
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https://github.com/greydanus/mnist1d

MLP usado no experimento

¢ Entradas: 40 (uma por ponto amostrado).

e Saida: 10 logits, ativacao softmax.

e Duas camadas ocultas, 100 unidades cada,
ativacdo ReL.U. O O O
® Conjunto de treino: 4000 instancias. O O O O s
e Otimizador: SGD, batch size 100, learning
rate 0.1. O O O
¢ Total de iteragdes: 6000, equivalente a: " Esquema (representacio reduzida).
épocas = 6000 100 = 150.

4000
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Resultados do treinamento

® A taxa de erro no conjunto de treino cai a
zZero.

® A funcdo de custo no conjunto de teste
primeiro diminui, mas a partir de certo
ponto comeca a aumentar.

¢ O modelo continua se ajustando ao ruido
do treino e generaliza pior,
comportamento classico de overfitting.

e Capacidade alta sem regularizacdo leva a
esse padrao.
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Por que isso ocorre? Toy MLP de 3 unidades

¢ MLP com uma camada oculta
de 3 unidades ReLU.

® Parametros nas linhas
pontilhadas estao congelados.

e

Activation

e Variando ¢ = {B, w1, w2, w3}
obtemos diferentes funcoes I

lineares por partes. e
* Eme), f) e g): parametrizacoes \/

distintas geram saidas /\

distintas, mostrando como Tnpit, Inpat, Toput. 2

diferentes minimos do treino

correspondem a funcoes muito

diferentes.
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Visao Geral

2. Fontes de erro: ruido, viés e variancia
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Trés fontes de erro de teste

a)m Noise b) Bias c) Variance
% 05 10 0.0 05 10 0.0 05 10
Input, = Input, = Input,

Figure 8.5 Sources of test error. a) Noise. Data generation is noisy, so even if the
model exactly replicates the true underlying function (black line), the noise in the
test data (gray points) means that some error will remain (gray region represents
two standard deviations). b) Bias. Even with the best possible parameters, the
three-region model (cyan line) cannot exactly fit the true function (black line).
This bias is another source of error (gray regions represent signed error). c)
Variance. In practice, we have limited noisy training data (orange points). When
we fit the model, we don’t recover the best possible function from panel (b) but
a slightly different function (cyan line) that reflects idiosyncrasies of the training
data. This provides an additional source of error (gray region represents two
standard deviations). Figure 8.6 shows how this region was calculated.
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Ruido
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¢ Mesmo recuperando exatamente a
funcdo geradora dos dados (em
preto), o erro ndo vai a zero.

® Origem: fatores estocasticos no
processo gerador, ou varidveis
observadas que ndo capturam toda a
informacao relevante.

Output, y

e Componente irredutivel: nenhum 1(1-
modelo elimina. 00 05 1cC
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Viés

b) Bias

e Mesmo com os melhores pardmetros
possiveis, o MLP em ciano ndo modela
perfeitamente a funcdo em preto.

¢ Diferenca entre a funcdo que o modelo 1 /

é capaz de representar e a funcéo real.

¢ Todo modelo carrega um viés indutivo: ~ /
sem ele, ndo ha generalizacdo
possivel.

0.0 0.5 1.0
Input, x
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Variancia

® Ao treinar com um ntmero limitado
de instancias, ndo recuperamos
necessariamente o melhor ajuste a
funcdo geradora.

® Pequenas mudancas no conjunto de
treino produzem modelos diferentes.

e Varidncia mede o quanto o modelo

aprendido oscila com o dataset de
treino.

Variance

/N

N

0.0

0.5 1.0
Input, =
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Decomposicao viés-variancia: setup

Considere regressao escalar, com:
® Funcdo geradora u(x) = E[y | x].
e Observacdes y = u(x) + ¢, em que E[¢] = 0 e Var(e) = 0°.
® Predicdo f(x; D) treinada em um dataset D.
e Custo quadrético £ = (y — f(x; D))>.

Queremos decompor o erro esperado em x:
Eo,y[(y - f(x; D))?].

Estratégia: dois passos de soma e subtracdo de um termo conveniente. Primeiro u(x), isolando
o ruido. Depois o modelo médio f(x) = Ep[f(x; D)], separando viés e variancia.
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Passo 1: isolar o ruido

Fixamos f(x) e tomamos a esperanca apenas em y. Somando e subtraindo u(x):

y—f(x) = (y—p) + (r(x) - f(x)).
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Passo 1: isolar o ruido

Fixamos f(x) e tomamos a esperanca apenas em y. Somando e subtraindo u(x):
y=fG) = (y = n@) + (1(x) = f(x)).
Elevando ao quadrado:

(= fO))? = (y = p(x)* + 2 (y = p() (E(x) = £()) + (px) = F).

Aplicando E, e usando que (u(x) — f(x)) € constante em y, o termo cruzado se anula:
Ey[(y = n(x)(u(x) = f(x)] = (r(x) = f(x)) Ey[y — p(x)] = 0.

—————
=0
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Passo 1: isolar o ruido

Fixamos f(x) e tomamos a esperanca apenas em y. Somando e subtraindo u(x):
y=fG) = (y = n@) + (1(x) = f(x)).
Elevando ao quadrado:

(= fO))? = (y = p(x)* + 2 (y = p() (E(x) = £()) + (px) = F).

Aplicando E, e usando que (u(x) — f(x)) € constante em y, o termo cruzado se anula:
Ey[(y = () (u(x) = f(x))] = (u(x) - f(x)) Ey[y —p(x)] =0.
| —
=0
Restam dois termos:

Ey[(y = F()?] = By [(y = 1(0))?] + (n(x) = F(x))*.

02, ruido erro do modelo
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Passo 2: separar viés e variancia

O termo de erro do modelo ainda depende do dataset via f(x; ©). Tomamos agora a esperanca
sobre 9, somando e subtraindo f(x):

p(x) = f(6;D) = (p(x) = F(x)) + (F(x) = fx; D)).
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Passo 2: separar viés e variancia

O termo de erro do modelo ainda depende do dataset via f(x; D). Tomamos agora a esperanca

sobre D, somando e subtraindo f(x):
p(x) = f(; D) = (u(x) = F(x) + (F(x) = £(x; D).
Elevando ao quadrado:

(m=-H*=w-HN*+2u-HUF-H + (F-H~

Aplicando E g, o termo cruzado se anula porque (u — f) é constante em D e
Eplf-fl=f-f=0:
Ep[(u-Hf -] =w-F Eplf-fl1=0.
~———
=0

Restam dois termos:

Epl(n(x) = f(; D))?] = (u(x) = f(x))* + Ep[(f(x; D) - f(x))*].

viés? varidncia
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Resultado: tres fontes de erro

Combinando os dois passos, o erro esperado em x se decompde em trés termos:

Ep,y[(y = fGD)?] = 0 + (u(x) = f(x))? + Epl(f(x; D) - f(x))*].

ruido

viés? varidncia

* Ruido o?: componente irredutivel, depende apenas do processo gerador.
e Viés?: distancia entre o modelo médio f e a funcfio real p.

* Variancia: oscilacio do modelo aprendido em torno de f, induzida pela amostra de
treino.
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Resultado: tres fontes de erro

Combinando os dois passos, o erro esperado em x se decompde em trés termos:

Ep,y[(y = fGD)?] = 0 + (u(x) = f(x))? + Epl(f(x; D) - f(x))*].

ruido

viés? varidncia

* Ruido o?: componente irredutivel, depende apenas do processo gerador.
e Viés?: distancia entre o modelo médio f e a funcfio real p.

* Variancia: oscilacio do modelo aprendido em torno de f, induzida pela amostra de
treino.
Esta decomposicéo aditiva vale exatamente para o custo quadratico, qualquer que seja o
modelo f. Para outras funcdes de custo (0-1, entropia cruzada) ela ndo € tdo limpa, mas a
intuicdo de viés e variancia permanece util.
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3. Trade-off viés-variancia e double descent
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Tamanho do dataset vs. variancia

Mesmo modelo (capacidade fixa:

3 regioes lineares).

Com 6 instancias: ajustes muito
varidveis entre datasets.

Com 100 instancias: ajustes
proximos uns dos outros.

Mais dados, menor variancia.

< Output, y

Output. y

a Output, y

Output, y

6 samples

e) 10 samples

i) 100 samples
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Capacidade do modelo vs. variancia

e Mesmo dataset, modelos com
mais regides lineares.

® Mais capacidade, ajustes mais
sensiveis a amostra de treino.

® Mais capacidade, maior variancia.
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Trade-off viés-variancia classico

® Pouca capacidade: viés alto
domina o erro.

e Muita capacidade: variancia alta
domina o erro.

¢ Existe um ponto intermediario
que minimiza o erro total.

e Esta é a visdo cldssica, antes das

redes neurais
superparametrizadas.
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Double descent em redes neurais

2

* Em redes neurais o erro de
teste pode voltar a cair depois
de passar pelo limiar de
interpolacao.

¢ Esse limiar ocorre quando o
numero de pardmetros se
aproxima do nimero de
instancias de treino.

e Padrdo observado em varios
conjuntos: MNIST-1D.

b)

Error (%)

70

MNIST-1D 15% label noise

Test

Train

100

200 300
Hidden layer size

2Mikhail Belkin et al. “Reconciling modern machine-learning practice and the classical bias-variance trade-off”. Em: PNAS 116.32 (2019),

pp. 15849-15854.
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Double descent em redes neurais?®

0.8

e Em redes neurais o erro de \
teste pode voltar a cair depois :
de passar pelo limiar de :
interpolacao.

® Esse limiar ocorre quando o
numero de parametros se
aproxima do numero de
instancias de treino.

0.4

Squared Error

e Padrao observado em varios
conjuntos: MNIST-1D, 0
MNIST.

Train
1000

0 00
Number of parameters x10?

2Mikhail Belkin et al. “Reconciling modern machine-learning practice and the classical bias-variance trade-off”. Em: PNAS 116.32 (2019),
pp. 15849-15854.
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Double descent em redes neurais

- . CIFAR-100
® Em redes neurais o erro de o :
teste pode voltar a cair depois ‘ !
de passar pelo limiar de 60 ,
interpolacao. 5 50 :
* Esse limiar ocorre quando o < 40 : Test 20% noise
numero de pardmetros se e :
aproxima do numero de H | Test no noise
instancias de treino. 20 ITrain 20% noise
e Padrio observado em varios 10 "E."Train 0 Nnoise
conjuntos: MNIST-1D, 5 A
MNIST, CIFAR-100. C 10 20 30 40 50 60 70

ResNet-18 width parameter

2Mikhail Belkin et al. “Reconciling modern machine-learning practice and the classical bias-variance trade-off”. Em: PNAS 116.32 (2019),
pp. 15849-15854.
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Por que ocorre? Hipoteses

¢ Talvez a inicializacdo favoreca
fun¢bes mais suaves.

e Talvez o treinamento favoreca
funcoes mais suaves.

¢ Ainda é um tema aberto, com
bons palpites mas sem consenso.

¢ No regime moderno, a relacao
capacidade x erro de teste tem
dois minimos: o “sweet spot”
classico e o regime
superparametrizado.

>

under-fitting . over-fitting

: Test risk

Risk

~

~ . Training risk
sweot spot  F ~
Capacity of H

“classical”
rogime

Risk

interpolating rogime

~ Training risk: . ]
S~ interpolation threshold
Capacity of H
(Belkin et al., 2019)
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4. Regularizacao explicita e empirica
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Tipos de regularizacao

Explicita: termos extras na funcdo de custo, L1 e L2.

Empirica: técnicas que modificam o procedimento de treinamento, early
stopping, dropout, data augmentation, label smoothing.

Implicita: efeitos de regularizacdo que surgem do préprio otimizador (descida de
gradiente e SGD).

Todas tém o mesmo objetivo: reduzir variancia sem aumentar demais o viés.
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Regularizacao L1 e L2

Adicionamos um termo de penalidade a funcéo de custo:

£(6)=L(O)+10(0), Q=615  Qu =6l

Enviesamos a otimizacdo em favor de parametros de baixa magnitude.

® Visdo probabilistica: equivale a adicionar um prior no critério de maxima
verossimilhanga.
® L2 corresponde a um prior gaussiano, 8 ~ N (0, TI).
® 1.1 corresponde a um prior laplaciano, que induz esparsidade.

Como redes neurais atuam em problemas variados, o prior precisa ser genérico.
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L2 e weight decay

Para L2, a atualizacdo SGD se reescreve como:

Oi41 = 6, — 1 Vo[ L(6,) + 1]16:13]
=0, -nVeL(6:) - 2nA 6,

=(1-2n71)6: —nVeL(6)).
R —
decaimento

® A cada passo, os pesos encolhem multiplicativamente por (1 — 2n2).

® Esse comportamento da origem ao nome weight decay.

No PyTorch, o argumento weight_decay corresponde ao coeficiente ja em frente de 6 no update (i.e., Apy = 21 desta derivacio).
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Efeito de aumentar A

® ) pequeno: o ajuste se
aproxima do caso sem
regularizacdo, modelo
sensivel ao ruido dos dados.

e ) grande: o ajuste se torna
mais suave, modelo se afasta
dos pontos individuais.

¢ Existe um A intermedidrio
que generaliza melhor.

a) A=0 b) A = 0.00001 c) A = 0.0001
Is ’
] N\ /7
o / /
g \ 41! \ A \ Y,
NS NS NS
1.0
0. ).5 .0 0.0 0.5 00.0 0.5 1
d) | A =0.001 e) A\ =0.01 f) A=0.1
300 /'
g \\\ 7! \\ ) '/, N\ ‘//
NS N~ N
10
0. 0.5 0.5 0.0 0.5
Input, Input, Input,
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L1 vs. L2 na paisagem de loss

® Painel a): loss original com
varios minimos locais.

e Painel b): termo de

regularizacdo sozinho, com a)
minimo Unico na origem.

b)

Regularization Loss + regularization

Loss

e Painel ¢): soma das duas
paisagens, com poucos
minimos préximos da origem.

b1

¢ L1 favorece componentes
exatamente zero (os vértices o o o
do losango do L1 ficam sobre
os eixos); L2 favorece
magnitudes pequenas mas
nao zero.
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Early stopping

® Monitoramos o desempenho da rede em um conjunto de validacao e
interrompemos o treinamento antes da loss de validacdo voltar a subir.

* Tem efeito andlogo a L2, pois impede que os pesos crescam indiscriminadamente.

® Hiperpardmetro principal: patience, nimero de iteracées sem melhoria que
toleramos antes de parar.

® Bonus: também economiza tempo de computagao.
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Early stopping em acao

), b) 9
) Iter = 0 Iter = 1000 Iter = 5000
Loss = 32.24 Loss = 1.64 Loss =110
° ° s e
4
[ ) [ ] }
\/. \_/.
o® (] o® (3
05 100.0 05 10
f)
Iter = 10000 Iter = 50000 Iter = 200000
Loss = 0.80 Loss = 0.36 Loss = 0.16
>
o s ©
200 °
+
S o
© \_./
o % o ® o %
1.0
0.0 055 10 0.0 05 1.00.0 05 1.0
Input, Input, = Input, =
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Dropout?

e Durante o treinamento, unidades
de uma camada oculta sdo
desligadas aleatoriamente.

¢ Equivale a multiplicar as ativacoes
por uma mascara binaria
m ~ Bernoulli(1 - p).

® A Cada fOT'Ward, uma Sub—rede Esquerda: rede densa. Direita: rede com unidades desligadas.
diferente ¢ ativada, efeito similar
a treinar um ensemble implicito.

SNitish Srivastava et al. “Dropout: a simple way to prevent neural networks from overfitting”. Em: JMLR 15.56 (2014), pp. 1929-1958.
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Dropout: por que ajuda

¢ a) Sem dropout o modelo ja
interpola os dados de treino,

mas com um plCO isolado. a) o Original b) Turn off hidden unit 8 C) 2000 iters dropout (7/8/9)
e b) Ao desligar uma unidade -
esse pico Vigra um aumento , $ 177N 77N N
p g % N A N LA [ N A
brusco na loss.
¢ ¢) Continuando a desligar s T 70,02 o
Input, Input, Input,

unidades aleatoriamente, o
pico é gradualmente
eliminado.
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Dropout em inferéncia

* Em treino, cada unidade é desligada com probabilidade p, entdo a magnitude
esperada das ativagdes é (1 — p) vezes a magnitude original.

¢ Em inferéncia precisamos compensar esse fator. Duas opgdes:

® Rescaling deterministico: multiplicar as ativacdes de teste por (1 — p), ou
equivalentemente dividi-las em treino por (1 — p) (inverted dropout, padrdo em
PyTorch e Keras).

® Monte Carlo Dropout*: rodar o forward multiplas vezes com madscaras diferentes e
combinar as saidas, analogo a um ensemble explicito; também fornece uma
estimativa de incerteza.

“4Yarin Gal e Zoubin Ghahramani. “Dropout as a Bayesian approximation: Representing model uncertainty in deep learning”. Em: ICML. 2016,
pp. 1050-1059.
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Data augmentation

e Geramos novas instancias aplicando
transformacdes nos dados originais
que preservam o rotulo.

e Em imagens: rotacoes, flip, mudanca
de cor, equalizacdo, random crop,
ruido.

¢ Codificamos invariancias desejadas no
conjunto de treino, sem alterar a
arquitetura.

e FEfeito: aumenta a diversidade efetiva
do dataset, reduzindo a varincia do
modelo.

Original (acima) e variantes geradas (abaixo).

34/42



Label smoothing®

Data augmentation transforma as entradas; podemos também regularizar
transformando os alvos.

Com alvo one-hot, a entropia cruzada s6 é minimizada quando a probabilidade da

classe correta tende a 1, o que exige logits cada vez maiores: o modelo é
empurrado para o overconfidence.

Label smoothing redistribui uma fracdo o da massa de probabilidade
uniformemente entre as C classes:

(l) (1 O() y(l) C

Casos limite: @ = 0 mantém o alvo one-hot original; « = 1 produz um alvo
uniforme, sem informacao de classe.

Na pratica, valores pequenos como a = 0,1 sdo os mais comuns.

5Christian Szegedy et al. “Rethinking the Inception architecture for computer vision”. Em: CVPR. 2016, pp. 2818-2826.
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Label smoothing: por que ajuda®

Exemplo com C =4, classe correta 3 e @ =0,1:

Yon=(0,0, 1,00 — y,=(0,025, 0,025, 0,925, 0,025).

O alvo suavizado € atingivel com logits finitos: a diferenca entre o logit da classe
correta e os demais para de crescer, contendo a magnitude dos pesos (efeito
andlogo ao de L2 na camada de saida).

® Modelos treinados com label smoothing tendem a ficar melhor calibrados: a
confianca predita se aproxima da acurdcia real.

® Custo: as representacdes da pentiltima camada perdem informacao sobre a
semelhanga entre classes, o que prejudica, por exemplo, a destilacdo de
conhecimento para um modelo menor.

ORafael Miiller, Simon Kornblith e Geoffrey Hinton. “When does label smoothing help?” Em: NeurIPS. vol. 32. 2019.
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Regularizacao implicita

e Fato peculiar: a descida de gradiente encontra solucoes que generalizam, mesmo
em redes muito superparametrizadas.

® Tanto o batch GD quanto o SGD ndo fazem uma trajetoria direta para o minimo
local da funcdo de custo: existe uma preferéncia por algumas solucoes em
detrimento de outras.

® Essas preferéncias, que nao sdo impostas explicitamente na funcdo de custo,
recebem o nome de regularizacao implicita.
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Implicit Gradient Regularization’

e Versio continua da descida de gradiente: 0(t) = —V.L(0(t)).

A versao discreta (passos de tamanho n) aproxima a versdo continua de uma
funcéo de custo modificada:

Zop(0) = £(0) + % IvL®O)].

Consequéncia: a solucdo é repelida de regioes em que a norma do gradiente é
grande (alta declividade da loss).

GD prefere bacias de minimo rasas e largas, que tendem a generalizar melhor.

7David G. T. Barrett e Benoit Dherin. “Implicit gradient regularization”. Em: arXiv preprint arXiv:2009.11162 (2020).
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SGD favorece regides de gradiente estavel®

Para SGD com batches de tamanho B:

B
7 _ n 2, N 2
Lson(0) = LO) + L IVLI + . ; 1VLs - VLI

2 Loss. Lo] b D modification

® O segundo termo extra corresponde a
variancia do gradiente entre batches.

® SGD favorece solucdes em que o gradiente
é estavel ao trocar de batch.

@
SGD modification )

¢ Os minimos da funcdo de custo original |
ndo se movem, mas as trajetorias e o
minimo escolhido podem mudar.

% %

8Samuel L. Smith et al. “On the origin of implicit regularization in stochastic gradient descent”. Em: arXiv preprint arXiv:2101.12176 (2021).
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Leituras Recomendadas

® Capitulo 9 de Simon J. D. Prince. Understanding Deep Learning. MIT Press, 2023, livro
disponivel em udlbook.github.io/udlbook.

® Capitulo 7 de Ian Goodfellow, Yoshua Bengio e Aaron Courville. Deep Learning. MIT
Press, 2016. URL: https://www.deeplearningbook.org/, tratamento classico de
regularizacéo.

® Secdo 5.5 de BisHop, C. M. Pattern Recognition and Machine Learning, Springer, 2006:
conexdo Bayesiana entre L2/L1 e priors gaussiano/laplaciano.

e MNIST 1D: (Greydanus, 2020).

e Double descent: (Belkin et al., 2019).

® Dropout: (Srivastava et al., 2014); Monte Carlo Dropout: (Gal e Ghahramani, 2016).
® Regularizacdo implicita: (Barrett e Dherin, 2020); (Smith et al., 2021).
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